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Аналитически исследована устойчивость солитоноподобных импульсов, распространяющихся в
волокне в режиме туннельной ионизации и вынужденного комбинационного саморассеяния. По-
казано, что при определенных условиях на параметры среды и сигнала возможна взаимная компен-
сация этих эффектов.
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ВВЕДЕНИЕ
Полые волноводы, заполненные газом, полу-

чили широкое распространения в связи с малыми
потерями импульсов при их распространении и
тем, что высокий порог оптического пробоя поз-
воляет распространяться мощным сверхкорот-
ким лазерным импульсам [1–3]. По мере распро-
странения мощные импульсы вызывают иониза-
цию газа, которая приводит к тому, что спектр
импульса смещается в сторону высоких частот, а
его длительность уменьшается [4]. Это вызвано
тем, что возникающие за счет ионизации свобод-
ные электроны вносят отрицательный вклад в по-
казатель преломления [4–12]. Этот эффект про-
тивоположен вынужденному комбинационному
саморассеянию (ВКС), которое вызывает крас-
ное смещение спектра сигнала и увеличение его
длительности [13–19]. Известно, что компенси-
ровать уширение импульса и красное смещение,
обусловленное ВКС можно, изменяя коэффици-
ент групповой дисперсии вдоль волновода
[20‒24] и за счет градиента давления газа [25–27],
который приводит к изменению коэффициента
нелинейности. Уравнение, описывающее рас-
пространение импульсов с учетом ВКС и тун-
нельной ионизации было получено в работах
[8, 9]. С помощью теории возмущений [25–27] ав-
торы показали, что при определенных условиях
центральная частота солитона может оставаться

такой же, какой была на входе в волокно, а им-
пульс может стабилизироваться [28–33]. Целью
настоящей работы является исследование с по-
мощью метода Ляпунова устойчивости стацио-
нарного решения системы уравнений на парамет-
ры сигнала. Следует отметить, что исследование
на устойчивость проводилось для приближенно-
го решения системы уравнений, полученной ме-
тодом моментов. Поскольку данный метод связан
с выбором пробной функции, нами проведен и
анализ чувствительности метода к выбору проб-
ной функции.

МЕТОД МОМЕНТОВ 
И СТАЦИОНАРНЫЕ ТОЧКИ

Динамика световых импульсов, распространя-
ющихся в ФКВ, описывается уравнением [8, 9]

(1)

Здесь ψ – медленно меняющаяся огибающая, z –
ось, вдоль которой распространяется сигнал, τ =
= t ‒ z/υg – время в сопутствующей системе коор-
динат, υg – групповая скорость импульса на его
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центральной частоте ω, η – коэффициент, характе-
ризующий туннельную ионизацию, 

Θ – функция Хевисайда,  – величина, про-
порциональная пороговой интенсивности тун-
нельной ионизации,  – коэффициент диспер-
сии групповой скорости (ДГС),  – положитель-
ный параметр, определяющий дисперсию третьего
порядка, γ – коэффициент кубической нелинейно-
сти,  – характеризует вклад ВКС. Коэффициент

 положителен, если центральная частота им-
пульса лежит в области нормальной дисперсии
групповой скорости и отрицателен в противопо-
ложном случае [34]. В уравнении (1) мы прене-
брегли поглощением волновода и потерями, свя-
занными с ионизацией, поскольку вблизи порога
туннельной ионизации нелинейное поглощение
мало. Авторами работ [8, 9] для таких импульсов
было введено название “floating soliton”.

Медленно меняющаяся огибающая связана с
электрическим полем импульса E соотношением

(2)

где k – волновое число. Анализ динамики пара-
метров импульса проводился на основе метода
моментов [17, 35–37]. Здесь важную роль играет
выбор пробной функции. В частности, в [17] вли-
яние ВКС на динамику импульсов было исследо-
вано на основе пробного решения в виде гауссова
профиля и гиперболического секанса. Было по-
казано, что для обеих функций получаются каче-
ственно совпадающие результаты. В работе [31]
было проведено исследование динамики импуль-
сов при учете ВКС и ионизации в солитонном и
несолитонном режимах. На основе сравнения
численного эксперимента и аналитических ре-
зультатов было показано, что пробное решение в
виде гауссовой функции лучше описывает несо-
литонную динамику сигнала в области нормаль-
ной дисперсии групповых скоростей, в то время
как солитонный режим лучше описывается ги-
перболическим секансом. Действительно, если
опустить высшую нелинейность и дисперсию, а
также члены, описывающие ВКС и ионизацию,
то пробная функция должна описывать солитон
нелинейного уравнения Шредингера. Вследствие
этих соображений выбираем огибающую импуль-
са в виде гиперболического секанса [17]

(3)

где B – амплитуда сигнала,  – его длительность,
C – параметр, определяющий частотную модуля-
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цию, T – временное запаздывание, φ – фаза и Ω –
смещение центральной частоты сигнала. Все па-
раметры зависят от координаты z. Определим мо-
менты импульса, следуя работе [17] в виде

(4)

(5)

(6)
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(8)

где E – параметр, пропорциональный числу фо-
тонов,   [17]. Дифферен-
цируя (4)–(8) по координате z и используя (1), по-
лучаем систему уравнений, подставляя в кото-
рую пробную функцию (3) и интегрируя по τ,
получаем систему уравнений на параметры им-
пульса [38]
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она не играет роли в дальнейшем анализе. Рас-
смотрим сначала случай постоянного коэффици-
ента нелинейности, соответствующий постоян-
ному давлению внутри полости. Из (12) следует,
что в солитоноподобном режиме должно выпол-
няться соотношение
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Подставляя (14) в (10), находим уравнение на
длительность импульса

(15)

Из (14) следует, что при начальном нулевом сдви-
ге частоты на входе в среду должно выполняться
условие солитоноподобного распространения
сигнала

(16)

где τ0 – начальная длительность импульса. Вве-
дем безразмерную длительность υ = τp/τs, υ0 =
= τ0/τs, b = τs/τt и перепишем (15) с учетом (16)
в виде

(17)

где m =  τt =  В стационарной
точке правая часть (17) должна быть равна нулю и
υ = υ0 = 1

(18)

Выражение (18) имеет один корень  если
 =  В случае, когда  мы

имеем два корня, для которых можно получить
приближенные выражения, воспользовавшись
методом последовательных приближений

(19)

(20)

Если  то (18) не имеет корней. Для того,
чтобы проверить полученные стационарные реше-
ния на устойчивость обезразмерим систему (10)–
(12), перейдя к новым переменным 

  LN = 2τs/γE, LR =

=  Lη = 3/ηE и переписав (10)–(12)
в виде
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Для проверки системы на устойчивость по от-
ношению к малым отклонениям параметров им-
пульса от стационарной точки (где выполняются
условия    

 ) линеаризуем (21)–(23), подста-
вив υ = υs +  C = Cs +  Θ = Θs +  Тогда
из (21)–(23) получим

(24)

(25)

(26)

где ξ = z/Ld. Полагая в (24)–(26)    ~ exp(λξ)
и находя приближенные решения характеристи-
ческого уравнения, получим

(27)

Из выражений (19), (20) следует, что обе стацио-
нарные точки неустойчивы по Ляпунову. При
этом, как видно из (27) в случае стационарного
решения, определяемого  инкремент нараста-
ния возмущений в два раза меньше, чем для ста-
ционарного решения, определяемого  Непо-
средственное численное решение уравнений для
параметров импульса подтверждает данный вы-
вод (рис. 1). При этом использованы следующие
безразмерные параметры:  

  Для параметров в (19) и (20), полу-
чим,  и  соответственно. В пер-
вом случае режим происходит более медленный
рост длительности, чирпа и сдвига частоты. Во
втором случае более заметный сдвиг частоты со-
провождается стабилизацией длительности и
чирпа. Поскольку характерная длина нарастания
возмущений обратно пропорциональна числу ко-
лебаний импульса и на несколько порядков пре-
восходит характерную длину дисперсионного
расплывания, то указанные режимы распростра-
нения на практике вполне можно считать квази-
стационарными и доступными для эксперимен-
тального наблюдения.

Для контроля чувствительности используемо-
го подхода к виду пробной функции нами было
проведено такое же исследование и для пробной
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функции гауссова профиля. Здесь получены сле-
дующие результаты

(28)

Из (28) мы видим, что скорость нарастания ин-
кремента возмущения для стационарной точки,
лежащей левее  (в (27) это значение опреде-
ляется ) также в 2 раза меньше, чем для обла-
сти лежащей правее этой точки. Отсюда можно
сделать вывод, что анализ устойчивости дает ка-
чественно те же результаты, что и ранее, а метод
хорошо работает и в этом случае.

Рассмотрим теперь случай, когда изменяется
один из параметров волновода, например, путем
создания градиента давления [27]. Пусть коэффи-
циент, характеризующий нелинейность, меняет-
ся по закону

(29)

где α – положительный параметр. Исследование
влияния неоднородности волновода типа (29) на
устойчивость квазистационарных режимов рас-
пространения проводилось с помощью числен-
ного моделирования (рис. 2). Использовались те
же параметры, что и при построении рис. 1, а так-
же принято  Как видно из рис. 2, в случае
стационарного решения, определяемого  на-
чальная компрессия импульса постепенно сме-
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няется его расплыванием, а для стационарного
решения, определяемого  происходит компрес-
сия. Подобный эффект наблюдался в волноводах
с градиентом давления [27]. Однако в настоящей
задаче оба режима распространения характеризу-
ются большим смещением центральной частоты
импульса в красную область спектра.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены возможные режимы
квазистационарного распространения светового
импульса в режиме ВКС и туннельной иониза-
ции, а также проведен анализ влияния градиента
коэффициента нелинейности вдоль оси волново-
да. На основе метода моментов проведено анали-
тическое исследование динамики интенсивных
солитоноподобных импульсов, вызывающих
ионизацию. Получены аналитические выраже-
ния для длительности исходного сигнала, при ко-
торой происходит баланс ВКС и ионизации.
С помощью метода Ляпунова показано, что ста-
ционарные точки не являются устойчивыми в
строгом смысле и система будет медленно выхо-
дить из равновесия. В случае изменения коэф-
фициента нелинейности вдоль оси волновода
выявлена динамика сигнала, сопровождающая-
ся компрессией или расплыванием импульса,
центральная частота которого непрерывно сме-
щается в красную область спектра.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (проект № 19-02-00234а).

3,b

Рис. 1. Динамика длительности (а) и сдвига частоты (б) импульсов, при отклонении их начальных параметров от ста-
ционарных значений, определяемых величинами  (красный пунктир) и  (синий сплошной).
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The stability of soliton-like pulses propagating in a fiber in the regime of tunneling ionization and stimulated
Raman self-scattering has been analytically studied. It is shown that under certain conditions on the param-
eters of the medium and the signal, mutual compensation of these effects is possible.
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