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Определены амплитудные и фазовые характеристики пространственных спектров волновых пуч-
ков, изначальное поле которых описывается комплексными фрактальными функциями. Показано,
что наблюдаемая асимметрия спектров и их устойчивость к влиянию шумов могут быть использо-
ваны для совершенствования методов оптической диагностики фрактальных образований.
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ВВЕДЕНИЕ
С момента выхода в свет работы известного

физика-теоретика М. Берри [1] в оптике и физике
лазеров сформировалось интенсивно развиваю-
щееся научное направление, связанное с иссле-
дованием диффракталов – волновых пучков с
фрактальной структурой. Подавляющее боль-
шинство работ, выполненных по этой теме, по-
священо описанию волн, которые приобретают
самоподобные свойства после похождения ма-
сок и экранов с фрактальной геометрией. Наи-
более часто рассматриваются маски, смоделиро-
ванные по принципу построения функции Вей-
ерштрасса [2, 3], канторовского множества [4],
числовой последовательности Фибоначчи [5],
кривых Коха [6] и, а также некоторых других из-
вестных фрактальных структур [3]. Они вызыва-
ют амплитудную модуляцию поперечной струк-
туры падающей на них плоской волны. Фрак-
тальное возмущение плоского волнового фронта
может наблюдаться при отражении излучения от
шероховатой поверхности [7]. Результаты этих
работ помимо общенаучного имеют и практиче-
ское значение. Так, например, кольцевая канто-
ровская пластина позволяет осуществлять мно-
гократную фокусировку излучения вдоль оси, а
также строить оптические изображения [4]; пу-
тем определения фрактальной размерности из-
лучения, диффузно отраженного от поверхно-

сти, можно определять степень ее шероховато-
сти [7]; волны, отраженные от фрактальных
объектов, повышают эффективность обработки
оптической информации в коре головного мозга
[8, 9]. Передача информации с помощью диф-
фракталов позволит улучшить помехозащищен-
ность канала связи, поскольку произвольные ча-
сти диффрактала содержат почти такую же ин-
формацию, как и вся распространяющаяся
волна. Данные о процессах формирования и рас-
пространения амплитудных диффракталов су-
щественно дополнили работы по их генерации не-
посредственно в лазерных системах [10].

Значительно меньше сведений содержится в
литературе о трансформации структуры световых
пучков при их прохождении через фрактальные
объекты, которые одновременно вызывают моду-
ляцию амплитуды и фазы волны. В роли таких
объектов могут выступать тонкие срезы биотканей
[11]. Фрактальный анализ спекл-полей прошедше-
го их лазерного излучения позволяет выявлять
ткани со злокачественными образованиями. Для
аналитического описания структуры такого рода
объектов следует использовать комплексные
функции. Это отличает их от фрактальных элемен-
тов, вызывающих лишь амплитудную модуляцию
и описываемых действительными функциями.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И МЕТОД ЕЕ РЕШЕНИЯ

Цель данной работы состоит в определении
основных закономерностей, определяющих фор-
мирование диффракталов структурами, вызыва-
ющими изменение распределений амплитуды и
фазы зондирующих пучков.

Рассматриваемые процессы анализируются
в контексте важнейшей для фрактальной опти-
ки проблемы о взаимной связи структуры объ-
екта и его фурье-образа [2]. Особое внимание
уделено оценке скейлинговых характеристик
фрактальных и фракталоподобных объектов и
их пространственных спектров. От решения
данной группы вопросов во многом зависит со-
вершенствование способов оптической диа-
гностики структуры фрактальных образований
[7] и улучшение методов контроля качества и
функциональных возможностей оптических
элементов [12].

Основная часть расчетов по оценке взаимо-
связи фрактальных признаков структур, опи-
сываемых комплексными функциями, со спек-
тральными характеристиками выполнялась с
использованием функции Мандельброта–Вей-
ерштрасса (М–В). В литературе получили осве-
щение как ее математические характеристики

(см, например, [13, 14]), так и многочисленные
практические приложения. К последним следует
отнести описание турбулентных течений [15], со-
здание модели термического контакта шероховатых
поверхностей [16], оценку микроускорений [17].

ОДНОМЕРНАЯ СТРУКТУРА

Используя в качестве образующей функции
функцию М–В [13], можно построить одномер-
ную диффрактальную структуру. Ее поперечное
поле будет иметь вид

(1)

где D характеризует фрактальную размерность;
b, s – масштабирующие параметры; σ – нормиро-
вочный множитель; 2N + 1 – количество слагае-
мых в формуле (1); ψ(n) – фазы (в общем случае
случайные) входящих в выражение (1) гармоник;
k – номер значащей точки при цифровом пред-
ставлении функции, i =  Зависимость Wk = |wk|
и фурье спектр функции wk графически представ-
лены на рис. 1а, 1б. Использовались следующие
значения параметров: D = 1.65, b = 2, s = 4, σ = 1,
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Рис. 1. Графики функции Wk (а) и коэффициентов Фурье Fq (б). Непрерывная кривая на рис. 1б – модуль |Fq|, пунктир
– фаза Pq = arg(Fq). Величины Wk и |Fq| представлены в относительных единицах, q – пространственная частота.
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N = 5; ψ(n) случайным образом меняется в преде-
лах от 0 до π/8.

При используемом целочисленном значении
параметра b = 2 зависимость Wk носит периоди-
ческий характер (рис. 1а). Величина параметра b
определяет также коэффициент скейлинга ζ
анализируемых зависимостей. Об этом свиде-
тельствует отношение длин показанных на ри-
сунках отрезков, ограничивающих размеры по-
добных фрагментов на графиках. Это отноше-
ние (0b/0a, 0c/0b, 0d/0c, 0e/0d), равное
коэффициенту скейлинга ζ, с хорошей точно-
стью совпадает со значением параметра b (ζ =
= b = 2). Примечательно, что спектр функции wk
имеет несимметричный спектр. Это объясняется
соотношением ее действительной и мнимой ча-
стей, которые имеют различную четность. Отме-
тим, что действительные функции таким свой-
ством не обладают – их спектры симметричны
относительно нуля.

Рисунок 1б указывает на соответствие ампли-
тудной и фазовой частей фурье-спектра функции
М‒В. Из представленных графиков видно, что
амплитудные максимумы соответствуют краевым
фазовым дислокациям с резкими перепадами
значений фазы на величину π. Тем самым скей-
линг находит непосредственное проявление в
амплитудной и фазовой компонентах спектра.
Указанное свойство скейлинга, как показывают
расчеты, наблюдается и при детерминированном
и при случайном задании фаз ψ(n).

Также было проанализировано влияние мни-
мой части функции М–В на структуру амплитуд-
ного фурье-спектра. Варьирование мнимой части
функции производилось путем ее умножения на
коэффициент K, который изменялся в диапазоне
от 0 до 1. Далее рассчитывался коэффициент
асимметрии A, представляющий отношение пло-
щадей части фурье-образа функции М–В, рас-
полагающейся в отрицательной области, к части
фурье-образа в области положительных частот.
Исследование показало, что мнимая часть вно-
сит существенную асимметрию в фурье-образ, а
именно: чем значительнее относительная вели-
чина мнимой части, тем выше асимметрия фу-
рье-спектра. Так, изменение коэффициента K в
пределах от 0 до 1 приводит к примерно линей-
ному увеличению коэффициенту асимметрии A
от 0 до 1.8. Поскольку отношение мнимой и дей-
ствительной частей образующей функции опре-
деляет уровень изначальных фазовых возмуще-
ний, выполненный расчет позволяет связать с
ним легко регистрируемую в эксперименте ве-
личину A.

Была исследована устойчивость простран-
ственных спектров к влиянию оптических шу-
мов, возникающих в процессе фурье-преобразо-
вания изначальной структуры. Уровень шумов
зависел от диапазона изменения случайной фазы
ψ(n). Когда ψ(n) меняется в интервале от 0 до π/50
шумовые всплески являются пренебрежимо ма-
лыми по сравнению с пиками спектральных ли-
ний, если же значения фазы варьируются в ин-
тервале от 0 до π, то уровень шумов оказывается
сопоставимым с уровнем сигнала. Но даже в по-
следнем случае коэффициент корреляции Cr

формы фурье-спектра с той, которая соответству-
ет малым шумам имеет величину Cr = 0.92. Столь
значимая величина коэффициента корреляции
доказывает высокую степень стабильности спек-
тральных характеристик рассматриваемых фрак-
тальных объектов.

СТРУКТУРА НА ОСНОВЕ 
ДВУМЕРНОЙ ОБРАЗУЮЩЕЙ ФУНКЦИИ

Двумерное поперечное поле диффрактала за-
давалось с помощью модернизированной функ-
ции М–В, имеющей вид

(2)

где k, m – номера значащих точек по поперечным
координатам; D характеризует фрактальную раз-
мерность; V – полное число азимутальных пово-
ротов системы координат, υ – номер отдельного
поворота, α – его величина.

На рис. 2а, 2б показаны амплитуда 
и фаза  распределения (1). Расчет
проводился для следующих значений парамет-
ров: N = 5; s = 3; υ = 8; K = 127; b = 2; n = –N,
‒N + 1…N; α = π/8; k = –K…K; D = 1.65; m =
= ‒K…K. Из рисунка видно, что наиболее значи-
тельные максимумы представленных распределе-
ний располагаются по окружностям. Отношение
радиусов этих окружностей, определяющее вели-
чину коэффициента скейлинга, равно коэффици-
енту b = 2.

Пространственные спектры функции wk, m,
характеризующие распределение поля в даль-
ней зоне, графически представлены на рис. 2в,
2г. Для их расчета использовалась процедура
БПФ. На рис. 2в показана амплитуда коэффи-
циентов Фурье ( ), а на рис. 2г – их фаза
( ). Видно, что спектры в отличие
от изображений не обладают центральной сим-
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метрией. Амплитудным спектрам присуща
асимметрия с точки зрения расположения спек-
тральных максимумов. В той части спектра, где
максимумы проявляются наиболее четко, они
располагаются по окружностям, размеры кото-
рых соотносятся как радиусы расположения
максимумов на изначальном распределении ам-
плитуды и фазы (рис. 2а, 2б). Структура спектра
по фазе не характеризуется дискретными макси-

мумами. Она включает систему фрагментов пря-
моугольной формы, на границах которых фаза
испытывает резкие изменения на величину π.
Примечательно, что пространственные частоты,
определяющие положение амплитудных макси-
мумов, соответствуют положению углов прямо-
угольных сегментов. Это означает, что ампли-
тудные максимумы располагаются в точках вин-
товых фазовых дислокаций, где фаза в двух

Рис. 2. Распределение амплитуды Wk, m (а) и фазы Фk, m (б) световых колебаний в изначальной структуре и ее коэф-
фициенты Фурье, представленные по амплитуде |Fp, q| (в) и фазе Pp, q (г).
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взаимно перпендикулярных направлениях ме-
няется на π. Для иллюстрации указанного факта
на рис. 2г осуществлено наложение амплитудной
и фазовой частей фурье-образа.

Не всегда скейлиновые характеристики рас-
пределения амплитуды в поле диффрактала и в
его спектре соответствуют друг другу. Нару-
шить это соответствие можно, усложнив изна-
чальную структуру, путем изменения фазовых
соотношений между парциальными волнами.
Например, заменить в выражении (2) случайную
фазу ψ(n), зависящую только от параметра n, на
случайную фазу ψ(n, υ), зависящую от парамет-
ров n и υ. Модифицированное таким образом
распределение  приобретает спеклоподоб-
ный вид. Однако, несмотря на его неупорядо-
ченный характер поля, его пространственный
спектр не претерпевает сколь-нибудь суще-
ственных изменений по сравнению со спек-
тром, показанном на рис. 2в. Это указывает на
то, что фрактальными спектрами с определен-
ным значением коэффициента скейлинга могут
обладать изображения, не обладающие в явном
виде самоподобными фрагментами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Свойства диффракталов, задаваемых множе-
ством комплексных чисел, заметным образом
углубляют и расширяют представления о взаим-
ной связи амплитудно-фазовых характеристик и
пространственных спектров излучения. Как по-
казало проведенное рассмотрение, отличитель-
ная черта спектрального анализа таких волно-
вых структур состоит в возможности увеличить
диапазон получаемой информации за счет па-
раллельной обработки данных о распределении
амплитуды и фазы. При получении и обработке
этой информации следует считаться с тем, что в
отдельных случаях будет нарушаться прямая
связь между пространственными и спектраль-
ными характеристиками излучения. Положи-
тельный момент с точки зрения практических
приложений состоит в высокой устойчивости
фурье-спектров диффракталов к влиянию раз-
личного рода оптических шумов. К важным осо-
бенностям структуры фурье-спектров следует
отнести обнаруженный факт совпадения ампли-
тудных максимумов с точками фазовых сингу-
лярностей. Регистрируемая степень асимметрии
структуры фурье-образа из-за присутствия мни-
мой составляющей в распределении изначаль-
ного светового поля может быть использована

при оценке уровня фазовых возмущений в плос-
кости объекта.

Работа поддержана РФФИ (проект № 19-02-
00540).
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Features of the complex representation of diffractal wave structures
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The amplitude and spectral characteristics of wave beams are determined, the initial field of which is de-
scribed by complex fractal functions. It is shown that the observed asymmetry of the spectra and their re-
sistance to the inf luence of noise can be used to improve the methods of optical diagnostics of fractal for-
mations.
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