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В девятнадцатом веке в физику были введены
понятия “вектор Пойнтинга” и “вектор групповой
скорости” для описания распространения волн в
изотропной среде. Впервые представление о груп-
повой скорости, которая отличается от фазовой
скорости волны, использовали Гамильтон, Стокс
и Рэлей, а идею о потоке энергии ввели в физику
позже Умов и Пойнтинг. В дальнейшем при ис-
пользовании вектора групповой скорости  и век-
тора Пойнтинга  для описания волн в анизо-
тропных средах было установлено, что в отсут-
ствие поглощения у плоских волн в анизотропной
среде скорость переноса энергии равна группо-
вой скорости [1] и что в немагнитной среде, опи-
сываемой симметричным тензором диэлектриче-
ской проницаемости, векторы  и  нормальны
поверхности волновых векторов [2]. В дальней-
шем аналогичные результаты были получены и
для электромагнитных волн (ЭМВ) в гипотетиче-
ской неограниченной бигиротропной среде, ко-
торую характеризуют эрмитовые тензоры диэлек-
трической и магнитной проницаемостей [3].

Поскольку в работах [2, 3] фактически доказа-
но, что векторы  и  нормальны одной и той же
поверхности, то возникает вопрос: всегда ли эти
векторы направлены одинаково или же существу-
ют среды (условия), когда эти векторы могут быть
направлены противоположно? Очевидно, что для
сравнения ориентаций векторов  и  для случая
произвольного направления распространения вол-
ны необходимо получить для этих векторов анали-
тические выражения в какой-нибудь анизотроп-
ной среде, причем при выводе данных выражений

не следует использовать приближенные методы.
Опираясь на описание ЭМВ в бигиротропной сре-
де [4–8], ниже рассчитаны ориентации векторов 
и  для ЭМВ в неограниченной ферромагнитной
среде, являющейся частным случаем бигиротроп-
ной среды.

Рассмотрим неограниченную ферромагнитную
среду, которая находится в постоянном однород-
ном магнитном поле  направленном вдоль
оси z. Такая среда характеризуется скалярной ди-
электрической проницаемостью ε и эрмитовым
тензором магнитной проницаемости 

(1)

недиагональные компоненты которого μ и ν
определяются выражениями [5]

(2)

(3)

где γ – гиромагнитная постоянная,  – на-
магниченность насыщения феррита, 

 
Электромагнитная волна с частотой ω, распро-

страняющаяся в данной среде и изменяющаяся
во времени по закону  должна удовле-
творять уравнениям Максвелла. Будем искать ре-
шение уравнений Максвелла в виде однородной
плоской волны с волновым вектором  считая,
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что комплексные амплитуды векторов напряжен-
ностей высокочастотных электрического и маг-
нитного полей  и  (а также их компоненты Ex,
Ey, Ez, Hx, Hy и Hz) изменяются в пространстве по
гармоническому закону

(4)

(5)

Здесь использованы декартова  и сфери-
ческая  системы координат, базисы кото-
рых связаны соотношениями 

  причем модуль вектора
 и его компоненты также связаны соотношени-

ями   

Решая уравнения Максвелла по аналогии с ра-
ботами [4, 6–8], найдем дисперсионное уравнение
для ЭМВ в безграничной ферритовой среде [8]

(6)

Здесь безразмерные величины   и  опреде-
ляют выражения
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где c – скорость света в вакууме, а k0 = ω/c.
В соответствии с [8] все электрические и маг-

нитные компоненты ЭМВ в данной среде можно
записать через амплитуду компоненты Ez0
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Вектор Пойнтинга  как известно, описывается
формулой

(15)

а выражения для его компонент будут иметь вид:

(16)

(17)

(18)

Прежде, чем получить выражения для вектора
групповой скорости  и его компонент, отметим,
что в анизотропных средах использовать понятие
“групповая скорость” в соответствии с [9, 10]
можно лишь на некотором конечном расстоянии,
на котором форма сигнала, модулирующего сину-
соидальную волну, практически не искажается,
причем величина этого расстояния зависит от дис-
персионных характеристик среды. Очевидно, что
если ограничиться рассмотрением случаев, когда
модулируемая волна распространяется на беско-
нечно малое расстояние, то понятие групповой ско-
рости можно использовать практически в любой
среде. При сформулированных условиях выраже-
ние для вектора  определяется выражением [8, 9]

(19)

Отметим, что в анизотропных средах зависи-
мость  удается вывести в явном виде очень ред-
ко, тогда как дисперсионное уравнение волны

 можно получить гораздо чаще. Поэтому,
воспользовавшись правилом дифференцирования
неявной функции, запишем выражение (19) в виде
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где производная ∂F/∂ω может быть найдена из
дисперсионного уравнения (6)

(24)

Здесь  а производные величин μ,
 и ν/μ несложно найти из выражений (2) и (3).
Как следует из [6], все изочастотные поверхно-

сти ЭМВ в неограниченной ферромагнитной сре-
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де образованы путем вращения соответствующих
изочастотных зависимостей вокруг оси z (см. рис. 1
и 2 в [6]). Таким образом, можно рассмотреть
ориентации векторов  и  только для точек изо-
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Рис. 1. Изочастотные зависимости (а) и ориентации
ψU и ψP вектора групповой скорости и вектора Пойн-
тинга (б) в зависимости от ориентации θ' волнового
вектора для нерезонансных ЭМВ с частотами 0.3, 1.8,
6 и 20 ГГц (кривые 1–4).
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Рис. 2. Изочастотные зависимости для kx > 0 (а) и
ориентации ψU и ψP вектора групповой скорости и
вектора Пойнтинга (б) в зависимости от ориентации
θ' волнового вектора для спиновых волн с частотами
0.3, 0.55, 0.8, 1.3, 1.77 и 2.05 ГГц (кривые 1–6). Изобра-
жены также произвольный волновой вектор  соответ-
ствующий ему вектор групповой скорости  и углы 
и ψU, определяющие ориентации этих векторов.
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частотной зависимости, являющейся сечением
этой поверхности плоскостью, проходящей через
ось z (в данном случае – плоскостью xz). По-
скольку в исследуемой среде векторы   и  не
всегда могут быть ориентированы вдоль оси z, то
их ориентации удобнее отсчитывать от оси x. По-
этому введем угол θ', определяющий ориентацию
вектора  относительно оси x и связанный с вве-
денным ранее углом θ соотношением θ' = θ + 90°,
и, используя выражения (21)–(23), найдем углы
ψU и ψP, определяющие ориентации векторов  и

 относительно оси x
(25)
(26)

Зависимости ψU(θ') и ψP(θ') для нерезонансной
и спиновой волн в ферромагнитной среде [6], а
также изочастотные зависимости этих волн пред-
ставлены, соответственно, на рис. 1 и 2. При рас-
четах использованы следующие параметры сре-
ды: Hc0 = 300 Э, ε = 15 и 4πMc0 = 1750 Гс. Следует
отметить, что при вычислении углов ψU и ψP по
формулам (25) и (26) для противоположно на-
правленных векторов будут получены одинако-
вые значения углов, поэтому рассчитанные зна-
чения этих углов дополнительно проверялись на
основе сравнения знаков одинаковых проекций
векторов  и  (Ux и Px, а также Uz и Pz). В итоге,
найдено, что в ферромагнитной среде ориента-
ции ψU и ψP векторов  и  для всех типов ЭМВ
(включая пострезонансные ЭМВ [6], для которых
зависимости ψU(θ') и ψP(θ') на рисунках не пред-
ставлены) всегда совпадают.

Отметим, что одинаковая ориентация векто-
ров  и  характерная для всех типов ЭМВ в
ферромагнитной среде, по-видимому, обусловле-
на определенными причинно-следственными
условиями, в частности, положительными значе-
ниями производных в выражении (24) (подроб-

нее об этом см. §80 и §84 в [2]). В то же время, во-
прос о взаимной ориентации векторов  и  в
других, более сложных средах и, в частности, в
средах с потерями, остается пока открытым.

Работа выполнена за счет бюджетного финан-
сирования в рамках государственного задания по
теме № 0030-2019-0014.
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Ratio of the Poynting vector and the group velocity vector for electromagnetic waves
in unbounded ferromagnetic medium

E. H. Locka, *, A. V. Lugovskoia, S. V. Gerusa, A. Yu. Annenkova

aKotelnikov Institute of Radio Engineering and Electronics, Russian Academy of Sciences (Fryazino Branch),
Fryazino, 141190 Russia

*e-mail: edwin@ms.ire.rssi.ru

Orientation of the Poynting vector and orientation of the group velocity vector are calculated depending on
orientation of the wave vector for various types of electromagnetic waves propagating in unbounded ferro-
magnetic medium. It was found that the Poynting vector and the group velocity vector are always codirec-
tional for all types of waves in a given medium.
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