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ВВЕДЕНИЕ
Исследование динамики интенсивных им-

пульсов, распространяющихся в режиме иониза-
ции, представляет как теоретический, так и прак-
тический интерес в связи с их применением в раз-
личных областях: дистанционном зондировании
атмосферы [1], управлении молниями [2], генера-
ции суперконтинуума [3], генерации терагерцо-
вого излучения [4] и др. Хорошо известно, что ре-
шение нелинейного уравнения Шредингера
(НУШ) устойчиво только для одномерного слу-
чая , который отвечает чисто простран-
ственным или временным импульсам. При раз-
мерности , что соответствует пучкам или
планарным пространственно-временным им-
пульсам и при  соответствующей оптиче-
ским пулям, решения не устойчивы [5]. Для ста-
билизации сигналов с  были предложены та-
кие механизмы как насыщающая нелинейность
[6], конкурирующие нелинейности [7], дифрак-
ция или дисперсия более высокого порядка [8],
градиентный волновод [9], генерация второй гар-
моники [10]. Было показано, что ионизация так-
же может стабилизировать сигнал [11–18]. Эта
стабилизация обусловлена балансом между само-
фокусировкой, дифракцией и плазменной расхо-
димостью. Известно, что ионизация приводит к
сдвигу спектра импульса в сторону более высоких
частот [19–21]. Это обусловлено генерацией сво-
бодных электронов и приводит к отрицательному
значению показателя преломления и, следова-
тельно, к синему смещению спектра сигнала. Это

явление противоположно хорошо известному
вынужденному комбинационному саморассея-
нию (ВКС) [22–26]. Модель для исследования
распространения импульсов в режиме туннель-
ной ионизации была разработана в [19, 20]. Авто-
ры вышеупомянутых работ ввели концепцию так
называемых плавающих импульсов (floating puls-
es) с интенсивностями чуть выше порога иониза-
ции газа, когда потери на ионизацию не слишком
велики.

В настоящей работе мы покажем, что квази-
устойчивое распространение планарных импульсов
в среде с кубической нелинейностью возможно
благодаря балансу между дисперсией и нелинейно-
стью с одновременным подавлением дифракцион-
ной и ионизационной расходимости путем самофо-
кусировки.

МЕТОД МОМЕНТОВ

В настоящей работе рассматривается динами-
ка планарных сигналов, распространяющихся в
режиме туннельной ионизации, с помощью мето-
да моментов [25–28]. Уравнения, описывающие
соответствующую динамику, имеют вид [19, 20]
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Здесь ω – центральная частота сигнала, k – вол-
новое число,  – координата, вдоль которой
распространяется сигнал,  – поперечная коор-
дината,  – время в сопутствующей
системе координат,  – групповая скорость на
частоте    – функция Хевисайда,

  – величина, пропорциональ-
ная пороговой интенсивности туннельной иониза-
ции   – пара-
метр, связанный с электронной плазмой,  и

– соответственно заряд и масса электрона,
 – концентрация неионизированных молекул,

 – коэффициент дисперсии групповой скоро-
сти (ДГС),  – положительный параметр, опреде-
ляющий дисперсию третьего порядка,  – коэффи-
циент кубической нелинейности,  – характери-
зует вклад ВКС. Коэффициент  положителен,
если центральная частота импульса лежит в обла-
сти нормальной дисперсии групповой скорости,
и отрицателен в противоположном случае. При вы-
воде предпоследнего слагаемого в левой части (1),
описывающего плазменную нелинейность, при-
менялся подход [19, 20], согласно которому для
интенсивных фемтосекундных импульсов изме-
нение концентрации носителей  записывается
как  где  – интенсивность им-
пульса,  – скорость фотоионизации. Согласно
теории Келдыша [29] в режиме многофотонной
ионизации зависимость W от интенсивности но-
сит степенной характер, а в туннельном режиме –
экспоненциальный. В последнем случае точная
формула весьма затрудняет аналитические вы-
кладки. Поэтому авторами [19, 20] на основе
сравнения с экспериментальными данными было
предложено раскладывать скорость ионизации в
туннельном режиме в ряд по интенсивности,
ограничившись линейным членом разложения

 где  – коэффициент пропор-
циональности, определяемый из формулы Кел-
дыша. Очевидно, что для рассматриваемого при-
ближения должно выполняться условие  то
есть вводится эффективный порог, ниже которо-
го скорость ионизации пренебрежимо мала. Не-
смотря на то, что в формулу входит интенсив-
ность в первой степени, это не означает, что фи-
зический процесс является однофотонным,
поскольку мы имеем дело лишь с подгоночной
формулой, работающей в ограниченном интерва-
ле интенсивностей.

Медленно меняющаяся огибающая связана с
электрическим полем импульса соотношением
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Анализ динамики параметров импульса про-
водился на основе метода моментов. Пробное ре-
шение выберем в виде
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ты  Определим моменты импульса в виде

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

где  – пропорционально числу фотонов. Следуя
методу моментов, получаем систему уравнений

(11)

(12)

(13)

(14)

( )
( ) ( )

  τ −ψ = − +  τ  

 τ − ε+ φ + Ω τ − − −  τ 

2

2 2

2 2

1sech exp
2

,
2 2

p

p

T xB
a

T xi T C
a

B τp

C
T φ Ω

a

ε

.z
∞ ∞

−∞ −∞

= ψ τ 
2 ,E dxd

( ) ( )
∞ ∞

−∞ −∞

∂ψ ∂ψ= τ − ψ − ψ τ
∂τ ∂τπ  2

*6 * ,iC T dxd
E

( )
∞ ∞

−∞ −∞

τ = τ − ψ τ
π  

2 22
2

12 ,p T dxd
E

∞ ∞

−∞ −∞

= τ ψ τ 
21 ,T dxd

E

( )
∞ ∞

−∞ −∞

∂ψ ∂ψΩ = − ψ − ψ τ
∂τ ∂τ 

** ,
2
i dxd
E

∞ ∞

−∞ −∞

= ψ τ 
22 22 ,a x dxd

E

( )
∞ ∞

−∞ −∞

∂ψ ∂ψε = ψ − ψ τ
∂ ∂ 

** .i xdxd
E x x

E

= τ π =22 const,pE B a

 β  π= −β Ω + Ω + + +   τ  
γ+

ωτ π

2
2 23

2 2
11

2 4 3

,
2 2

p

p

dT C
dz

E
a

( )  ψγ ηΩ = − − − ω πτ ψτ π  

23

3 3
4 25 1 ,

4 315 2
th

R
p thp

E Ed C BT
dz aa B

τ β Ω= − β
τ τ
2

3 ,p

p p

d C C
dz



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 85  № 12  2021

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПЛАНАРНЫХ ИМПУЛЬСОВ 1783

(15)

(16)

(17)

При расчете ионизационных слагаемых в (13),
(17) мы использовали приближение 
[19, 20]. Из уравнений (14), (15), (17) видно, что
смещение частоты входит в уравнения через нели-
нейность и дисперсию высших порядков. По этой
причине смещение частоты будет медленно выво-
дить систему из состояния равновесия и на началь-
ном этапе динамики ею можно пренебречь.

СТАЦИОНАРНОЕ РЕШЕНИЕ
И ЕГО УСТОЙЧИВОСТЬ

Для того чтобы найти параметры стационар-
ного состояния и условия его устойчивости, пере-
пишем (14)–(17) в виде
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(20)
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Здесь   =

=   m2 =  

  LD =  Lη =
=    – начальное значение шири-
ны планарного сигнала и его длительности. Си-
стему (18)–(21) можно трактовать как механиче-
скую аналогию, описывающую движение частицы
по поверхности с координатными осями  и  в
потенциальном поле

(22)

Важно отметить, что масса частицы зависит от
направления движения. Роль внешней силы, дей-
ствующей вдоль координаты  играет иониза-
ционное слагаемое 
Найдем стационарное решение этой системы урав-
нений

(23)

(24)

Отметим, что условие (23) выполняется в обла-
сти аномальной дисперсии групповой скорости.
Выражения (23), (24) можно переписать в виде

(25)

(26)

Здесь мы использовали соотношения  =
=   =  полученные
из (11), (19).

Рассмотрим вопрос устойчивости стационар-
ного решения (25), (26) системы (18)–(21). Следуя
методу Ляпунова [30], получаем четыре собствен-
ных значения

(27)

Здесь нижние индексы после запятой обозначают
производную по соответствующим переменным,

  Стационарное решение
будет устойчивым, если  не имеет положитель-
ной действительной части. Легко показать, что 
будет чисто мнимой, если выполняются условия
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что вследствие малых возмущений параметры сиг-
нала будут осциллировать в окрестности стацио-
нарных значений. Если убрать ионизационное
слагаемое  то (28), (29) принимают вид

  Как и сле-
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(30)

(31)

Проведем численные оценки. Известно, что
в большинстве материалов окно аномальной
групповой дисперсии лежит в среднем инфра-
красном диапазоне. Так в сапфире для длины
волны  имеем  γ =

( ) ( )− − >
33
2

η

5 1 11 0,
2

dL b b
L b

( ) ( )+ + − − >
33
2

1 2 1
η

3 1 71 0.
12

dL bm m m b
L b

λ = 4 мкм − −β = ⋅ 24 2 1
2 1.6 10 с · м ,

= 9.8 ⋅ 10–17 В–2 · м,  η = 8.1 ·
· 10–3  Взяв  из (25),
(26) находим стационарные значения 

 Легко показать, что при дан-
ных параметрах удовлетворяются условия (30),
(31). На рис. 1 приведены результаты численного
моделирования уравнения (1) при данных пара-
метрах с начальным условием вида (3). Видно
(рис. 1а, 1в, 1д), что при расчетных параметрах
импульс распространяется на дистанции порядка
10 длин дисперсионного расплывания (примерно

= ⋅ 12 24.6 10 Вт/см ,thI
− −2 1В · м · с . = 12 25 · 10 Вт см ,I

τ =0 32 фс,
= λ =0 6.2 24.8 мкм.a

Рис. 1. Результаты численного интегрирования уравнения (1) с начальным условием (3) и 
 на различных дистанциях распространения. Расчет выполнен для случаев  (а, в, д) и

 (б, г, е).
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6 мм в сапфире) в квазистационарном режиме,
немного уменьшая свою амплитуду и испытывая
слабый сдвиг своего спектра в синюю область.
Для сравнения также приведен расчет (рис. 1б, 1г,
1е) для начального условия, когда радиус лазер-
ного импульса вдвое превышает стационарное
значение, рассчитываемое согласно (26). В этом
случае наблюдается сложная динамика с делением
импульса на филаменты и рефокусировкой, при-
чем сдвиг спектра всей структуры в синюю область
больше, чем в квазистационарном режиме.

Здесь следует еще раз отметить, что вклад сме-
щения частоты, которым мы пренебрегли, и не-
линейное поглощение, сопровождающее иониза-
цию, будут выводить систему из равновесия. По
этой причине условия (30), (31) определяют лишь
квазиустойчивый режим.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено аналитическое описание методом
моментов распространения планарных импуль-
сов в режиме взаимной компенсации эффектов ди-
фракции и ионизационной расходимости, с одной
стороны, и самофокусировки, с другой. Баланс
временной динамики обуславливался компенса-
цией дисперсионного уширения кубической не-
линейностью. С помощью метода моментов про-
анализирована динамика планарного сигнала в ре-
жиме туннельной ионизации. Получены условия
квазистационарного распространения сигнала. С
помощью метода Ляпунова найдены условия
устойчивого распространения (30), (31). Учет сме-
щения частоты в красную область спектра за счет
явления ВКС или в синюю, если преобладают эф-
фекты ионизации, будет приводить к медленному
выходу системы из баланса и возникновению ос-
цилляций. Кроме того, равновесие будет нару-
шаться и за счет поглощения фотонов в процессе
ионизации, которым мы пренебрегли в данном
исследовании. Поэтому равновесие, исследован-
ное в работе, имеет квазиустойчивый характер.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект № 17-11-
01157).
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The problem of the planar pulse propagation in the tunnel ionization regime is considered on the basis of the
moments method. A system of equations for the signal parameters is obtained, and using Lyapunov method
conditions for quasi-stable propagation are found.
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