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Исследованы характеристики перемежающегося поведения, имеющего место на границе обобщен-
ной синхронизации в однонаправленно диссипативно связанных системах со сложной топологией
аттрактора. На примере систем Лоренца и генераторов Чуа установлено, что и распределения дли-
тельностей ламинарных фаз, и зависимости средних длительностей ламинарных фаз от параметра
надкритичности в данном случае подчиняются экспоненциальным законам.
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ВВЕДЕНИЕ
Явление перемежаемости, возникающее при

переходе от одного типа поведения к другому, хо-
рошо известно в настоящее время [1]. Говоря о
перемежаемости, подразумевают чередование ре-
гулярного (периодического или стационарного) и
нерегулярного (хаотического) поведения или че-
редование различных хаотических режимов. Пе-
ремежаемость присутствует в разных динамиче-
ских системах, в том числе физических, медицин-
ских и биологических [1]. Она наблюдается также
вблизи границ синхронных режимов, в связи с
чем различают перемежающиеся полную синхро-
низацию, фазовую синхронизацию, обобщенную
синхронизацию, синхронизацию с запаздывани-
ем и синхронизацию, индуцированную шумом
[2–6].

Одним из наиболее интересных типов переме-
жающегося синхронного поведения является ре-
жим перемежающейся обобщенной синхрониза-
ции [5]. Он наблюдается вблизи границы обоб-
щенной синхронизации хаотических систем,
связанных однонаправленно или взаимно [7], и
подразумевает наличие функциональной связи
(функционала) между состояниями этих систем
только в определенные интервалы времени, на-
зываемые ламинарными фазами поведения, в то
время как на фоне ламинарных фаз имеют место
кратковременные турбулентные всплески, в тече-

ние которых функциональная связь между взаи-
модействующими системами не наблюдается.

Режим перемежающейся обобщенной синхро-
низации в настоящее время изучен достаточно
хорошо, но только для ограниченного класса ди-
намических систем. В частности, известно, что на
границе этого режима в однонаправленно свя-
занных системах с достаточно простой тополо-
гией аттрактора, как, например, у систем Рес-
слера, наблюдается перемежаемость типа “on-
off”, характеризующаяся степенными распреде-
лениями длительностей ламинарных фаз и зави-
симостей средних длительностей ламинарных
фаз от параметра надкритичности [5]. Однако,
наряду с “простыми” системами достаточно ши-
роко распространены системы с так называемой
сложной (двулистной) структурой аттрактора.
Фазовое пространство таких систем состоит из
двух различных подпространств W1,2, имеющих
малую общую область W0, внутри которой фазо-
вые траектории могут переходить из подпро-
странства W1 в подпространство W2 и наоборот.
Так как каждое из подпространств визуально вы-
глядит как гладкий лист (см. рис. 1), в данной ра-
боте будем называть эти осцилляторы системами
с двулистной структурой аттрактора, а каждое из
подпространств W1, 2 – листом. В том случае, если
исследуемая система (в силу тех или иных при-
чин) характеризуется только наблюдаемыми вре-
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менными рядами (а оператор эволюции неизве-
стен), следует говорить о восстановленном фазо-
вом пространстве с помощью метода Таккенса. К
системам с двулистной структурой аттрактора от-
носятся, например, такие классические модели как
осцилляторы Лоренца, широко известные в метео-
рологии, или радиотехнические генераторы Чуа [8].
При определенном выборе значений управляющих
параметров фазовые траектории таких систем как
будто переходят с одного листа хаотического ат-
трактора на другой, фактически описывая двойную

петлю на фазовой плоскости. Понятно, что специ-
фика таких систем может привести к изменению
механизмов возникновения синхронных режи-
мов, в частности, обобщенной синхронизации,
по сравнению со случаем систем с достаточно
простой топологией аттрактора, а отличия в этих
механизмах, в свою очередь, могут привести к от-
личиям в поведении систем вблизи границ соот-
ветствующих режимов. Иными словами, тип пе-
ремежаемости, наблюдаемый вблизи границы
обобщенной синхронизации в системах с доста-
точно сложной топологией аттрактора, может от-
личаться от известных в настоящее время типов
перемежаемости.

В настоящей работе проводится анализ харак-
теристик перемежающегося поведения, наблюда-
емого на границе обобщенной синхронизации в
диссипативно связанных системах со сложной
топологией аттрактора. В качестве объектов ис-
следования выбраны однонаправленно связан-
ные системы Лоренца и генераторы Чуа, находя-
щие в хаотическом режиме с аттракторами типа
двойной спирали. Как будет показано ниже, в
обоих случаях распределения длительностей ла-
минарных фаз и зависимости средних длительно-
стей ламинарных фаз от параметра связи таких
систем подчиняются экспоненциальным зако-
нам, что не характерно для систем с достаточно
простой топологией аттрактора.

ИССЛЕДУЕМЫЕ СИСТЕМЫ
Однонаправленно связанные системы Лорен-

ца [9] описываются следующей системой обык-
новенных дифференциальных уравнений:

(1)

где  = (x1, 2, y1, 2, z1, 2) – векторы состояний взаи-
модействующих ведущей и ведомой систем, соот-
ветственно, σ = 10, b = 2, r1 = 40 и r2 = 35 – управ-
ляющие параметры, ε – параметр связи.

Уравнения для однонаправленно связанных
генераторов Чуа записываются в виде [10]:

(2)

где  = (x1,2, y1,2, z1,2) – векторы состояний взаи-
модействующих однонаправленно связанных ге-
нераторов,  = 10,  = 10.1,  = 16 и с = –0.143 –
управляющие параметры, ε – параметр связи.
Система (2) является моделью реальной радио-
технической схемы, автономная динамика кото-
рой подробно исследована в [10].
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Рис. 1. Фазовые портреты систем со сложной топологи-
ей аттрактора: система Лоренца (а), генератор Чуа (б).
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Следует отметить, что при выбранных значе-
ниях управляющих параметров в обеих системах
наблюдаются хаотические аттракторы со сходной
двулистной структурой, что позволяет применять
одинаковые методы и подходы для анализа пове-
дения в таких системах.

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
Для определения наличия обобщенной син-

хронизации в исследуемых системах и анализа ха-
рактеристик перемежающегося поведения, име-
ющего место вблизи ее границы, использовался
метод вспомогательной системы [11], являющий-
ся одним из классических подходов к анализу
обобщенной синхронизации в системах с однона-
правленной связью. Суть этого метода сводится к
введению в рассмотрение дополнительной, так на-
зываемой, вспомогательной системы, идентичной
ведомой системе по управляющим параметрам, но
стартующей с других начальных условий, и сравне-
нию состояний этих систем с течением времени.
Если после завершения переходного процесса со-
стояния ведомой и вспомогательной систем пол-
ностью совпадают, в исходной паре ведущей и ве-
домой систем наблюдается режим обобщенной
синхронизации. Если же состояния этих систем
всегда различны, режим обобщенной синхрони-
зации отсутствует.

Промежуточным является режим перемежаю-
щейся обобщенной синхронизации [5], при кото-
ром режим обобщенной синхронизации наблю-
дается не всегда: при фиксированных значениях
управляющих параметров во временных реализа-
циях взаимодействующих систем происходит че-
редование участков с синхронной (ламинарные
фазы) и асинхронной (турбулентные фазы) в
смысле обобщенной синхронизации динамикой.
Для определения типа перемежаемости, реализу-
ющегося в системе, необходимо проанализиро-
вать сигнал, представляющий собой временную
зависимость разности состояний ведомой и вспо-
могательной систем, и рассчитать статистические
характеристики длительностей ламинарных фаз –
распределения длительностей ламинарных фаз и
зависимости средних длительностей ламинарных
фаз от параметра связи. При этом, под ламинар-
ными фазами поведения понимаются временные
интервалы, в течение которых модуль разности
состояний ведомой и вспомогательной систем
оказывается меньше некоторой наперед задан-
ной константы Δ, величина которой мала по срав-
нению с амплитудой собственных колебаний в
системе.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ
Применим метод вспомогательной системы

для определения статистических характеристик

перемежаемости в однонаправленно связанных
системах Лоренца (1) и генераторах Чуа (2). Тип
связи в обеих системах является диссипативным,
что типично для режима обобщенной синхрони-
зации.

Рисунок 2 иллюстрирует фрагменты времен-
ных реализаций взаимодействующих систем Ло-
ренца при ε = 9.6 и генераторов Чуа при ε = 1.5,
соответствующих ламинарным и турбулентным
фазам поведения, а также зависимости модуля
разности состояний ведомой и вспомогательной
систем в эти моменты времени. Из рисунков вид-
но, что в обоих случаях в течение ламинарных фаз
поведения состояния ведущей и ведомой систем
оказываются близкими друг к другу, в то время как
перед наступлением турбулентной фазы состояния
этих систем расходятся на разные листы аттракто-
ров, вновь сближаясь по окончании турбулентной

Рис. 2. Фрагменты временных реализаций взаимо-
действующих систем Лоренца при ε = 9.6 (а) и Чуа (2)
при ε = 1.5 (в), находящихся в режиме перемежаю-
щейся обобщенной синхронизации, и соответствую-
щие им временные зависимости модуля разности со-
стояний ведомой x2 и вспомогательной x3 систем Ло-
ренца (б) и Чуа (г), соответственно.
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фазы. Такая ситуация наблюдается и в системах
Лоренца, и генераторах Чуа, что говорит о типич-
ности такого поведения в системах со сложной то-
пологией аттрактора с однонаправленным дисси-
пативным типом связи, находящихся в режиме пе-
ремежающейся обобщенной синхронизации.

На рис. 3 представлены статистические харак-
теристики длительностей ламинарных фаз для си-
стем (1) и (2), находящихся в режиме перемежаемо-
сти. Рисунок 3а соответствует распределениям
длительностей ламинарных фаз, рассчитанным для
обеих систем при тех же значениях параметра свя-
зи, что и на рис. 2, а рис. 3б соответствует зависимо-
стям средних длительностей ламинарных фаз для
этих систем от параметра связи. На рисунках пред-
ставлены численно полученные данные и их ап-
проксимации. Из рисунков видно, что для обеих
рассмотренных систем и распределения дли-

тельностей ламинарных фаз p(τ), и зависимости
средних длительностей ламинарных фаз T от па-
раметра связи подчиняются экспоненциальным
законам

(3)

и

(4)

соответственно, где K и α – некоторые положи-
тельные константы (их значения указаны в под-
рисуночной подписи к рис. 3), что характерно
также для взаимно связанных систем со сложной
топологией аттрактора, находящихся вблизи гра-
ницы обобщенной синхронизации [12].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, на примере двух однонаправ-

ленно диссипативно связанных систем Лоренца и
радиотехнических генераторов Чуа проведено ис-
следование характеристик перемежающегося по-
ведения, имеющего место на границе обобщенной
синхронизации в системах со сложной топологией
аттрактора. Установлено, что тип перемежаемо-
сти, возникающий в данном случае, существенно
отличается от перемежаемости типа “on–off”,
имеющей место в системах с достаточно простой
топологией аттрактора. Показано, что распределе-
ния длительностей ламинарных фаз и зависимо-
сти средних длительностей ламинарных фаз от
параметра связи подчиняются экспоненциаль-
ным законам, что характерно также для анало-
гичных систем с взаимной связью, находящихся
вблизи границы обобщенной синхронизации.

На основании проведенного рассмотрения мож-
но утверждать, что тип перемежаемости, реализую-
щейся вблизи границы обобщенной синхрониза-
ции, не зависит от типа связи между системами (од-
нонаправленная или взаимная), а определяется, в
первую очередь, топологией аттракторов взаимо-
действующих систем (простая она или сложная).

Работа выполнена при финансовой поддержке
Совета по грантам Президента Российской Феде-
рации для государственной поддержки молодых
российских ученых – докторов наук (проект
№ МД-21.2020.2).
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Intermittency near the boundary of generalized synchronization in systems
with a complex topology of attractor
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bRegional Scientific and Educational Mathematical Center “Mathematics of Future Technologies”, Saratov 410012 Russia
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The characteristics of intermittent behavior taking place near the boundary of generalized synchronization in
unidirectionally coupled systems with a complex topology of attractor have been studied. Using the examples
of Lorentz systems and Chua generators it has been found that the distributions of the laminar phase lengths
and dependencies of the mean lengths of the laminar phases on the criticality parameter in such case obey the
exponential law.
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