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ВВЕДЕНИЕ

В развитие гидродинамического подхода с не-
равновесным уравнением состояния [1–3] рас-
смотрены столкновения ядер 12С с бериллиевой
мишенью при энергиях налетающих ядер углеро-
да 0.3–2.0 ГэВ/нуклон с испусканием протонов
под углом 3.5°, исследовавшиеся на ускорителе
ИТЭФ [4].

Спектры протонов содержат высокоэнергети-
ческую кумулятивную часть спектра, которую
нам удалось описать в работе [1] в рамках гидро-
динамического подхода с учетом поправки на
микроканоническое распределение, а также мяг-
кую часть спектра, которая содержит вклад от
фрагментации. Мы дополнили свои расчеты [1]
учетом вклада от фрагментации из области пере-
крывающихся частей сталкивающихся ядер и из
области неперекрывающихся частей на основе
статистического механизма фрагментации,
предложенного в работах [5, 6]. Показано хоро-
шее согласие найденных нами спектров с экспе-
риментальными данными [4] в отличие от мон-
те-карловских расчетов по модели молекуляр-

ной динамики и других каскадных моделей,
проведенных в работе [4].

СТАТИСТИЧЕСКИЙ
МЕХАНИЗМ ФРАГМЕНТАЦИИ

Для описания мягкой части спектра испускае-
мых протонов можно использовать статистиче-
скую модель фрагментации сталкивающихся тя-
желых ионов, предложенную Фешбахом, Хуангом
и Гольдхабером [5, 6]. Согласно этой модели, веро-
ятность выхода фрагментов из составного ядра

пропорциональна  где  – импульс

фрагмента в системе покоя ядра, а дисперсия

(1)

где A – массовое число фрагментирующего ядра,
а K – число нуклонов во фрагменте,

(2)

pF – импульс Ферми.
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Выражение (1) получено в [5] исходя из того,
что в системе покоя полный импульс ядра

 и

(3)

Поэтому

(4)

и, следовательно, для фрагмента с импульсом 

(5)

Выражение (2) получено в приближении ферми-
газа, поскольку  соответствует одной декартовой
компоненте и  Мы используем для

ферми-газа  где  – постоянная

Планка, нуклонная плотность  фм–3, и
получаем  ≈ 100 МэВ/с, что совпадает с результа-
том [5]. Однако для описания эксперимента, как
отмечено в [5] и было подтверждено в нашем слу-
чае, следует использовать на 10% меньшее значе-
ние. Более точно надо учитывать изменение им-
пульса Ферми с температурой  для нагретого ядра.
Что мы и сделали, выбрав для импульса Ферми вы-
ражение:  где  – полная
кинетическая энергия, приходящаяся на один
нуклон,  – масса протона. Это выражение поз-
воляет в нашем случае воспроизводить экспери-
ментальные данные.

Для нашего случая мы ограничиваемся испус-
канием протонов с K = 1, а нормировочный мно-
житель С для определения выхода протонов нахо-
дим из условия:

(6)

Откуда  В результа-
те находим нужный нам вклад в сечение для прото-
нов при фрагментации (b – параметр удара):

(7)
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где E – полная энергия испускаемого протона,
(  = ) – импульс протона с учетом

движущейся со скоростью  системы отсчета,
 Лоренц фактор  Это выра-

жение получено с учетом движения среды для по-
ля скоростей  (  – радиус-вектор,  – мо-
мент времени начала фрагментации) и относится
к неперекрывающимся частям сталкивающихся
тяжелых ионов – периферическая фрагментация.
Здесь  – массовое число ядерной системы, обра-
зующейся в результате слияния “спектаторов”,
определяет нормировочный коэффициент C, V –
объем системы. Мы также учитываем, что при
вылете протоны могут запираться средним полем
за счет энергии связи, от которой надо отсчиты-
вать энергию.

Вклад от фрагментации составного ядра, обра-
зующегося из перекрывающихся частей, получен
похожим образом. Такое рассмотрение есть и в [5].
В этом случае можно использовать формулу (7), где

 с температурой  образующегося со-
ставного ядра – горячего пятна (hot spot), времен-
ная эволюция которого рассматривается нами в
гидродинамическом подходе [1–3]. При этом мы в
данной работе ввели поправку на учет ферми–дви-
жения, заменив  на  где  –
приходящаяся на один нуклон полная кинетиче-
ская энергия, а  – энергия Ферми при
температуре равной нулю. Эта поправка улучшает
описание эксперимента.

УРАВНЕНИЯ НЕРАВНОВЕСНОГО 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ПОДХОДА

Для нахождения нуклонной функции распре-
деления  (  – пространственная
координата,  – импульс,  – время) при
промежуточных энергиях сталкивающихся тяже-
лых ионов мы используем кинетическое уравне-
ние [1–3, 7–9]:

(8)

где  – локально равновесная функция
распределения,  – время релаксации.

Уравнение (8) должно решаться совместно с
уравнениями гидродинамики, следующими
из (8) взятием моментов с весом 1,   в им-
пульсном пространстве для нахождения функ-
ции распределения  а также плотности
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ДЬЯЧЕНКО, МИТРОПОЛЬСКИЙ

функцию распределения  Плотность
внутренней энергии  и тензор давле-
ния  входящие в уравнения гид-
родинамики, являются суммой кинетических
членов и членов взаимодействия.

Здесь кинетические члены   и
вектор плотности теплового потока  выра-
жаются через функцию распределения 
индексы   – символ Кронекера,  –
спин-изоспиновый фактор. Члены взаимодей-
ствия для плотности энергии  и давления 
соответственно равны

(9)

Входящий в члены взаимодействия самосогла-
сованный потенциал  задается так же, как
это делается в случае зависящих от плотности 
эффективных сил типа сил Скирма:

(10)

где три параметра   и 
определяются заданием значений равновесной
плотности  = 0.145 фм–3, энергии связи  =
= ‒16 МэВ и модуля сжатия K = 210 МэВ. Время
релаксации здесь выбрано в традиционной форме

 [8], где длина свободного пробега нукло-
нов   ≈ 40мб – элементарное полное
нуклон-нуклонное сечение,  – нуклонная плот-
ность,  – средняя скорость теплового движения
нуклонов. При низких энергиях для выбранной
формы  его численное значение близко к значе-
нию, полученному для ферми-жидкости [10].
При высоких энергиях нужно вместо сечения 
вообще говоря, подставлять транспортное сече-
ние  что увеличивает величину  При больших
временах релаксации можно использовать урав-
нения неравновесной длиннопробежной гидро-
динамики в приближении локальной плотности
[11] (см. также [12]).

Решение уравнения (8) можно упростить, если
искать функцию распределения в виде

(11)

где функция  соответствует состоянию с
деформированной ферми-поверхностью, 
(0 ≤ q ≤ 1) – релаксационный фактор, находящий-
ся из кинетического уравнения с помощью взя-
тия момента с весом  определяющего сте-
пень анизотропии функции распределения в им-
пульсном пространстве [1–3, 8, 9] (  и  –
соответственно продольная и поперечная состав-
ляющие импульса). При  получаем уравнения
равновесной гидродинамики, а при  получаем
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уравнения неравновесной длиннопробежной гид-
родинамики. Это приводит к необходимости ис-
пользовать в качестве кинетической части тензо-
ра давления

(12)
где  – неравновесный анизотропный тензор
давления, соответствующий деформированной
ферми-поверхности, которая выбирается в фор-
ме ферми-эллипсоида, деформированного с за-
висящим от плотности  параметром дефор-
мации и размытого в продольном направлении с
температурным параметром   –
изотропный тензор давления соответствующий
локальному термодинамическому равновесию.
Кинетические члены  и  включенные
в давление, и кинетический член  входящий в
плотность энергии  определяются тепловым и
ферми-движением нуклонов. В процессе релакса-
ции сохраняются нуклонная плотность  плот-
ность импульса  и плотность энергии 
а температуру  можно найти через температу-
ру  для локально равновесной функции рас-
пределения  поскольку в процессе релак-
сации сохраняется плотность энергии. В результате
получается замкнутая система уравнений для на-
хождения плотности  поля скоростей 
поля температур  и релаксационного факто-
ра  позволяющая найти функцию распреде-
ления 

ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ СТАДИЯ
После выделения области локального нагрева

hot spot – области перекрытия сталкивающихся
ядер, нами анализируются стадии сжатия, расши-
рения и разлета вещества в процессе столкнове-
ний тяжелых ионов. На стадии сжатия формиру-
ются бесстолкновительные ударные волны с из-
меняющимся фронтом [8, 9, 11], аналогичные
ударным волнам по методу TDHF. Учет вязкости
на стадии сжатия не существенен в рассматривае-
мой области энергий из-за значительной степени
сжатия и большой величины числа Рейнольдса,
поэтому в выражениях для давления (12) и плот-
ности энергии  отсутствуют дисперсионные
члены и размытием ударно-волнового фронта
можно пренебречь.

На стадии расширения [1–3, 8, 9] по достиже-
нии ударной волной границ hot spot происходит
расширение первоначально сжатой системы, ко-
торое описывается с учетом ядерной вязкости,
найденной нами в релаксационном  – прибли-
жении [1–3].

Расширение hot spot происходит в соответ-
ствии с уравнениями гидродинамики, записан-
ными в сферической системе координат. После
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интегрирования уравнений по объему hot spot [2]
получается система обыкновенных интегро-
дифференциальных уравнений, которая решает-
ся численно.

Подставляя выражение для  из уравне-
ния (8) через  с учетом уравнений гидро-
динамики, находим поправки к кинетическим
членам плотности энергии  и давления 

(13)

(14)

где   – равновесные

кинетические части плотности энергии и давле-
ния,  – фермиевская часть плотности энергии,

 – тепловая, т.е. зависящая от температуры T,

часть плотности энергии,  –

коэффициент вязкости. Следующие поправочные
члены оказываются на порядок меньше, и они не
учитываются. Тепловой поток  В пределе
идеального больцмановского газа выражения (13),
(14) для радиального движения среды вместе с вы-
ражением для коэффициента вязкости совпадают
с формулами, полученными аналогичным обра-
зом в [13].

В рассматриваемом диапазоне энергий на ста-
дии расширения коэффициент вязкости  доста-

точно велик (число Рейнольдса ).

Это уменьшает скорость разлета hot spot и увели-
чивает его температуру. По достижении расширя-
ющейся ядерной системой критической плотно-
сти (плотности замораживания)  определяемой

из условия  происходит форми-

рование вторичных частиц (нуклонов, фрагмен-
тов, пионов) и их разлет.

Инвариантное двойное дифференциальное се-
чение испускания протонов в реакции 12 С + 9Be →
→ p + X имеет вид (  – параметр удара):

(15)
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где функция распределения испускаемых прото-
нов в пренебрежении неравновновесной компо-
нентой на стадии замораживания

(16)

Здесь спиновый фактор  

 и  – соответственно полная энер-
гия, лоренц-фактор и импульс протонов, Ω – те-
лесный угол,  – поле скоростей,  – фак-
тор, учитывающий, что сечение образования hot
spot всегда больше геометрического (

где  – полное сечение образования hot
spot,  – средний радиус взаимодействия пере-
крывающихся частей сталкивающихся ядер,  –
геометрическое сечение перекрывающихся ча-
стей), ( ) – химический потенциал,
который находится из сохранения в среднем
числа частиц для большого канонического ан-
самбля, T – температура,  – поправка на микро-
каноническое распределение, которая для кинети-
ческой энергии  равна:

(17)

где  N – число нуклонов в термостате,
 – энергия, которая близка к энергии

термостата, т.е. близка к кинематическому преде-
лу для энергии системы. Нами выбиралось также
значение энергии  когда функция рас-
пределения спадает на порядок по сравнению с ее
максимумом. При  поправка  полагалась
равной нулю. В промежутке энергий 
поправка находилась линейной интерполяцией
между нулем и выражением (17). Здесь поправка 
найдена для больцмановского предела идеаль-
ного газа, поскольку отклонения от большого
канонического распределения ферми-газа про-
являются на “хвостах” энергетических спектров,
когда ферми-распределение совпадает с больц-
мановским пределом.

Вероятность микроканонического распреде-
ления для рассматриваемой системы в пределе
больцмановского предела идеального газа

(18)

где  – кинетическая энергия системы,  –
энергия термостата,  – нормировочный множи-
тель [14, 15]. В результате в пределе большого числа
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частиц  при  выражение (18) пере-

ходит в большое каноническое распределение

(19)

Тем самым, на хвостах энергетических распре-
делений с помощью формулы (18) мы находим по-
правку на микроканоническое распределение (17),
которое изменяет привычное распределение
Ферми–Дирака, хорошо описывающее систему
вдали от хвостов спектра протонов. При этом в
формулах (15)–(17) учтено, что энергия системы
пересчитывается в соответствии с преобразова-
ниями Лоренца. Величина энергии в распределе-
нии (15) отсчитывается от значения самосогласо-
ванного среднего поля с учетом поверхностной
энергии, поскольку нуклоны “запираются” сред-
ним полем.

Кроме вклада (15) в сечение от испускания
протонов из hot spot нами учитывался также
вклад от слияния неперекрывающихся частей
сталкивающихся ядер – “спектаторов”. В резуль-

N = → ∞3
2

M N

( )ε= −0ε exp .MW C
T

тате нами было проведено сравнение с имеющи-
мися экспериментальными данными.

СРАВНЕНИЕ
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

На рис. 1–4 приведены импульсные спектры
протонов, испускаемых в реакции 12С + 9Be  p + X
под углом 3.5° при энергии ионов 12С 0.3 ГэВ/нук-
лон (рис. 1), 0.6 ГэВ/нуклон (рис. 2), 0.95 ГэВ/нук-
лон (рис. 3) и 2.0 ГэВ/нуклон (рис. 4). Эксперимен-
тальные данные [4] отмечены точками. Сплошные
кривые 1 – наш расчет, штриховые кривые 2 – наш
расчет без учета поправки на микроканоническое

→

Рис. 1. Распределения протонов по лабораторному
импульсу в реакции 12C + 9Be  p + X, испускаемых
под углом 3.5º при энергии 12С 0.3 ГэВ/нуклон. Кри-
вая 1 – наш расчет, штриховая кривая 2 – наш расчет
без учета поправки на микроканоническое распреде-
ление и без учета вклада от фрагментаци, точки –
экспериментальны данные из [4]. Кривые 3, 4, 5 – ре-
зультаты расчетов по транспортным кодам [4]: 3 –
каскадная модель [16], 4 – транспортная модель
кварк-глюонных струн [17], 5 – модель квантовой мо-
лекулярной динамики (QMD), встроенной в монте-
карловский пакет GEANT4 [18]. В этом случае сред-
няя температура hot spot  ≈ 35 МэВ, средний хи-
мический потенциал  ≈ –3 МэВ, средний радиус
hot spot  ≈ 2 фм.
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Рис. 2. То же, что на рис. 1, при энергии ионов 12С
0.6 ГэВ/нуклон и  ≈ 54.9 МэВ,  ≈ –47 МэВ.
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Рис. 3. То же, что на рис. 1, при энергии ионов 12С
0.95 ГэВ/нуклон и  ≈ 70 МэВ,  ≈ –93 МэВ.
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распределение и без учета вклада от фрагментации.
Кривые 3, 4, 5 – результаты расчетов по транс-
портным кодам [4]. Кривые 3 соответствуют кас-
кадной модели [16], кривые 4 соответствуют
транспортной модели кварк-глюонных струн [17],
кривые 5 соответствуют модели квантовой моле-
кулярной динамики (QMD), встроенной в монте-
карловский пакет GEANT4 [18].

Как видно из этих рисунков, в кумулятивной
области спектра наш расчет оказался согласую-
щимся с экспериментальными данными [4]. Спад
сечений на 5 порядков величины воспроизводится
в нашем подходе не хуже монте-карловских транс-
портных кодов. Причем некоторые каскадные рас-
четы заметно недооценивают экспериментальные
данные в высокоимпульсной области. В области
малых импульсов при всех энергиях наш расчет
также воспроизводит экспериментальные данные,
что обусловлено вкладом от протонов, образую-
щихся в результате фрагментации согласно фор-
муле (7) для перекрывающихся и неперекрываю-
щихся частей сталкивающихся ядер. Поправка на
микроканоническое распределение проявляется
в высокоимпульсной области распределений
протонов. Если не учитывать вклад от фрагмента-
ции и не вводить поправку на микроканониче-
ское распределение (штриховые кривые 2), то в
мягкой области спектра расчетные кривые недо-
оценивают экспериментальные данные, а в куму-
лятивной области идут выше экспериментальных
точек По сравнению с работой [1] здесь мы пере-
считали результаты за счет учета вклада протонов
от фрагментации согласно формуле (7) и более
правильного выбора параметров  и  для по-
правки (16) в формуле (15). Причем поправка на
микроканоническое распределение в формулу (7)

1E 2E

также вводилась аналогично (17), но для соответ-
ствующей дисперсии (температуры).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в настоящей работе в рамках

простой модели получила дальнейшее развитие
идея использования при описании столкновений
тяжелых ионов гидродинамического подхода с не-
равновесным уравнением состояния. С теми же
фиксированными параметрами уравнения состоя-
ния, как и в предыдущих работах [1–3, 8, 9], посвя-
щенных описанию дифференциальных сечений
образования протонов, пионов и легких фрагмен-
тов, описаны высокоимпульсные спектры прото-
нов, испускаемых в столкновениях тяжелых ионов
в диапазоне энергий 0.3–2.0 ГэВ/нуклон, включая
кумулятивную область спектра.

Весьма важным явилось включение в рассмот-
рение эффектов ядерной вязкости, найденной на-
ми в релаксационном  – приближении для кине-
тического уравнения, а также поправки на микро-
каноническое распределение, проявляющейся в
области высокоэнергетических “хвостов” спектров
протонов. При промежуточных энергиях в кумуля-
тивной области импульсных спектров протонов ва-
жен учет испускания протонов из образующегося
hot spot и их испускания в результате слияния не-
перекрывающихся областей сталкивающихся ядер.
Это может объяснить аппроксимацию экспери-
ментальных данных двумя экспонентами со свои-
ми температурами, проведенную в [4]. В области
малых импульсов протонов определяющий вклад в
сечение дает учет фрагментации, проведенный на-
ми в статистической модели фрагментации. Сле-
дует отметить, что остается вопрос о правомерно-
сти использования макроскопических парамет-
ров для легких систем. Но в нашем случае среднее
число частиц в hot spot N ∼ 10, и дисперсия

 не столь велика. Поправка на микро-
каноническое распределение улучшает описание
эксперимента.

Авторы благодарны В.В. Вечернину, В.Н. Кова-
ленко, В.Ю. Петрову, М.Б. Жалову и А.В. Ставин-
скому за полезные обсуждения, а также В.В. Кули-
кову за предоставление экспериментальных дан-
ных из работы [4].
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On the spectrum of protons in collisions of heavy ions 12С + 9Ве
at energies of 0.3–2.0 GeV/nucleon in the framework of the hydrodynamic approach
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Collisions of 12C nuclei with a beryllium target at energies of 0.3–2.0 GeV/nucleon for carbon nuclei with
proton emission at an angle of 3.5° are considered. It is shown that these experimental data from ITEP on
proton spectra can be described within the framework of a hydrodynamic model for the high-energy cumu-
lative region of the proton spectrum, taking into account the contribution from ion fragmentation for the soft
spectral region in the framework of the statistical fragmentation model.
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