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ВВЕДЕНИЕ
Известно, что ряд легких ядер могут быть

представлены как состоящие из альфа-частиц
(альфа-кластеров) и внешних (валентных) нукло-
нов [1, 2]. Структура ядер 6Li, 7Li как систем, со-
стоящих, соответственно, из α-кластера, протона
и нейтрона (α + p + n) и из α-кластера, протона и
двух нейтронов (α + p + 2n) рассмотрена в работе
[3]. Было показано, что наиболее вероятными
конфигурациями внешних нуклонов является об-
разование дейтронного кластера в ядре 6Li и более
сильно связанного тритонного кластера в ядре
7Li. Аналогично наиболее вероятной конфигура-
цией внешних нуклонов в ядре 7Be является обра-
зование сильно связанного кластера 3Не [4]. Струк-
тура ядер 9Be, 10Be как систем, состоящих из двух α-
кластеров и, соответственно, одного (2α + n) и двух
нейтронов (2α + 2n) рассмотрена в работе [4]. Бы-
ло показано, что наиболее вероятной в ядре 9Be яв-
ляется конфигурация ядерной “молекулы” с ней-
троном между α-частицами. В ядре 10Be конфигу-
рация ядерной “молекулы” с двумя нейтронами,
образующими динейтронный кластер между α-ча-
стицами, обеспечивает большую устойчивость си-
стемы и большее значение энергии разделения яд-
ра на α-частицами и нуклоны. Добавление к ядру
10Be двух протонов приводит к существенному из-
менению структуры системы – ядро 12С может
быть представлено как состоящее из трех α-ча-
стиц (α-кластеров) [5, 6]. В данной работе изучает-
ся структура соседних ядер 10Be, 10С, 11Be, 11С как си-
стем, состоящих из двух α-частиц и из двух и трех

нуклонов. Для решения квантовых задач четырех и
пяти тел использован метод фейнмановских конти-
нуальных интегралов [7–10]. Вычисление так назы-
ваемого пропагатора  (континуального
интеграла или интеграла по траекториям) в мни-
мом (евклидовом) времени  по схеме, изло-
женной в работе [11] с использованием парал-
лельных вычислений [12] позволяет определить
энергию  и плотность вероятности  для
основного состояния системы, описываемой

-мерным вектором  координат Якоби. Для это-
го используется асимптотика 
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справедливого в области линейной части графика
зависимости пропагатора от  В частности, квадрат
модуля ненормированной волновой функции ос-
новного состояния  вычислялся по формуле

(3)

Как и в работах [3, 4, 11, 12] параллельные вы-
числения с использованием технологии CUDA
[13–15] выполнялись на гетерогенном кластере
HybriLIT [16] Лаборатории информационных тех-
нологий Объединенного института ядерных ис-
следований.

ОСНОВНЫЕ СОСТОЯНИЯ ЯДЕР 10B, 10С

Ядра 10B и 10С представим состоящими из двух
α-частиц и двух нуклонов: нейтрона и протона для
10B, двух протонов для 10С. Потенциалы взаимодей-
ствия перечисленных частиц приведены в работах
[3, 4]. В частности, ядерную часть взаимодействия
α-частиц с учетом усредненного действия отталки-
вательного кора нуклон-нуклонного взаимодей-
ствия и принципа Паули можно описать с помо-
щью псевдопотенциала  в форме суммы
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Для ядер 10, 11B и 10, 11С были использованы те же
значения параметров потенциала (4), что и для
ядра 10Be в работе [4]:  = 3.73 фм,  = 2.71 фм,

 = 0.512 фм,  = 33 МэВ,  = 38 МэВ.
Кулоновская часть  взаимодействия α-ча-
стиц может быть представлена в форме потенци-
ала взаимодействия двух равномерно заряженных
шаров радиуса  и заряда  каждый, которые
могут проникать друг в друга

(6)

где ξ = r/(2Rα). Выражение (6) для интервала
 может быть получено путем интерпо-

ляции между двумя точными значениями

(7)
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где  и в каждом интеграле интегри-
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Среднеквадратичный зарядовый радиус ядра 4Не
равный  = 1.68 фм (см., например, [17]) соответ-
ствует радиусу однородно заряженного шара

 = 2.8 фм. Графики кулоновской части

 взаимодействия для  = 2.8 фм и полного
потенциала взаимодействия α-частиц  =
=  показаны на рис. 1.
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Рис. 1. Графики полного потенциала взаимодействия

α-частиц  =  (сплошная кри-

вая) и кулоновской части  взаимодействия
(штриховая кривая), использованных при расчетах
ядер 10, 11B и 10, 11С.
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линейной регрессии по линейным участкам гра-
фиков значения энергии разделения ядер на две
альфа-частицы и нуклоны в сравнении с экспе-
риментальными значениями (см., например, [17])
приведены в табл. 1. Для энергий получено согла-
сие с экспериментальными данными.

Вычисление плотности вероятности по фор-
муле (3) с потенциальной энергией, симметрич-
ной по отношению к перестановке α-частиц
(и протонов для ядра 10С), дает координатную
волновую функцию, симметричную по отноше-
нию к перестановке α-частиц, а кроме того, и
протонов для ядра 10С.

Примеры распределений величины 
 для четырехтельных конфигураций 10С

(2α + 2p) и 10B (2α + p + n) показаны на рис. 3 и 4.
Узкие максимумы функции 
на рис. 3а, 3б соответствуют плотности вероятно-
сти  основного состояния ядер 10С и
10B. В таком состоянии наиболее вероятной явля-
ется конфигурация с валентными нуклонами: ди-
протонным кластером  для 10С (α +  + α) и
дейтронным кластером d для 10B (α + d + α) между
α-частицами (рис. 3в) при расстоянии между их
центрами  ≈ 3 фм, соответствующего
окрестности минимума потенциала  (рис. 1).
Ширина распределения  для ядра 10С
несколько больше, чем для ядра 10B, что связано с
меньшей энергией разделения на нуклоны и α-ча-
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стицы. Представленные на рис. 3в модели поло-
жений частиц, соответствующих максимумам
плотностей вероятности  основного со-
стояния, согласуются с представлениями о форме
ядер 10B и 10С как о ядерных молекулах, состоящих
из двух α-частица (α-кластеров) и внешних (ва-
лентных) нуклонов. Как видно из рисунка, конфи-
гурации 1 с дипротонным (дейтронным) кластером
наиболее вероятны и соответствуют основному со-
стоянию ядер 10С и 10B. Конфигурации 2, соответ-
ствующие валентным нуклонам, удаленным друг

x yΨ � � � 2
0( , , )z

Рис. 2. Зависимости нормированного логарифма пропагатора  от мнимого времени  для 10B (кружки),
10С (квадраты) и 10Bе (треугольники), прямые – результаты линейной регрессии, примененной к линейным участкам

графиков (а). Зависимости величины  от  для 11B (кружки) и 11С (квадраты), прямые – результаты ли-
нейной регрессии, примененной к линейным участкам графиков (б).
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Таблица 1. Значения энергии разделения ядер на две
альфа-частицы и нуклоны, на альфа-частицу и ядра
6Li, 6Be

Ядра

Энергия разделения, МэВ

Эксперимент
(см., например, 

[17])
Tеория

10Be → 2α + 2n 8.38 8.48 ± 0.12
10B → 2α + p + n 8.159 8.28 ± 0.20
10B → 4Не + 6Li 4.461 3.41 ± 0.30
10С → 2α + 2p 3.728 2.55 ± 0.08
10С → 4Не + 6Be –0.03 –0.2 ± 0.13
11B → 2α + p + 2n 19.613 19.34 ± 0.80
11С → 2α + 2p + n 16.848 16.51 ± 0.80
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от друга на расстояние, превышающее радиус дей-
ствия ядерных сил, маловероятны.

Сравнение распределений  
для двух значений  = 12 и  = 20 по-
казано на рис. 4. Величина 
представляет собой комбинацию (1) плотностей
вероятности  основного состояния и
возбужденных состояний, причем веса последних
снижаются с ростом τ. Такое снижение имеет ме-
сто для максимумов при больших расстояниях
между α-частицами и отсутствует для максиму-
мов при  ≈ 3 фм, соответствующих ос-
новному состоянию ядер 10С и 10B. Поэтому макси-
мумы функции  при больших
расстояниях между α-частицами соответствуют
возбужденным состояниям с движением ядра 4Не
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и нестабильного ядра 6Be на рис. 4а, 4б и стабиль-
ного ядра 6Li на рис. 4в, 4г. Такое движение может
быть инфинитным с резонансом в области притя-
жения ядер или колебательным между централь-
ным отталкивательным кором и вершиной куло-
новского барьера межъядерного взаимодействия
подобного, показанному на рис. 1.

Сравнение зависимостей пропагатора 
 от  вблизи для максимумов

при малых и больших расстояниях между α-ча-
стицами для ядер 10B и 10С показаны на рис. 5.
Определенные с помощью линейной регрессии
по линейным участкам графиков значения энергии
возбужденных состояний приведены в табл. 1. Они
близки к экспериментальным значениям энергий
разделения ядер, соответственно 10B → 4Не + 6Li и
10С → 4Не + 6Be (см., например, [17]).

� �
� ( , ,EK x y

τ � �� �, ; , , ,0)z x y z τ = τ� 0t

Рис. 3. Топография (в относительных единицах и ло-
гарифмическом масштабе) пропагатора 
соответствующего плотности вероятности основного

состояния  в координатах Якоби 
 при  = 12 для систем 10С (2α + 2p) (а) и

10B (2α + p + n) (б) с примерами положений (в) нук-
лонов (малые шары) и α-частиц (большие шары).
Наиболее вероятные конфигурации 1 соответствуют

дипротонному кластеру для 10С (α +  + α) и дей-
тронному – для 10B (α + d + α) и основному состоя-
нию ядер 10С и 10B, конфигурации 2 – валентным
нуклонам, удаленным друг от друга на расстояние,
превышающее радиус действия ядерных сил.
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барьера.
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Топография пропагатора  в коор-
динатах Якоби   для большого расстоя-
ния между центрами масс α-частицам и нуклонов
z = 7 фм, показанная на рис. 6, позволяет выде-
лить плотности вероятности  для возбужден-
ных разделенных состояний системы (2α + p + n).
Локальные максимумы соответствуют разделе-
нию системы на: дейтрон и ядро 8Be (конфигура-
ция 1), ядра 4Не и 6Li (конфигурации 2 и 3). Про-
тяженная область 4 соответствует разделению си-
стемы на два ядра 4Не и дейтрон.

ОСНОВНЫЕ СОСТОЯНИЯ ЯДЕР 11B, 11С

Ядра 11B и 11С представим состоящими из двух
α-кластеров и трех нуклонов: двух нейтронов и про-
тона для 11B, двух протонов и нейтрона для 11С.

Для ядра 11B (системы 2α + p + 2n) использова-
лись координаты Якоби (см. рис. 7)

(11)

Потенциальная энергия ядра 11B

(12)

( )τ�

�, , ;EK x y z
x y⊥� �, y

�� ||z

Ψ 2
n

( )

( ) ( )

x y

r r

= − = − = − +

= + + − +

� � � � � � � � ��

� � � � � �

2 1 2 1 2 1

1 2 2 1

α α

α α

1, , ,
2

1 1 .
2 2

n n p n n

n n p

r r r r z r r r

s r r r

− −

− −

− − −

= + − + − +
+ − + − +

+ − + − + −

� � � �

� � � �

� � � � � �

11 1 2

1 1 1 2

2 1 2 2 2 1

( )
, , α α α αB

α α α α

α α α α α α α α

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ),

N
p p n p p p p

n n n n

n n n n

V V V r r V r r
V r r V r r

V r r V r r V r r

Рис. 5. Зависимости нормированного логарифма пропагатора  от мнимого времени  для 10С (а) и
10B (б) для окрестностей максимумов  соответствующих основным состояниям 1 на рис. 3 (кружки) и для
окрестностей максимумов  соответствующих возбужденным состояниям 2 на рис. 4 (квадраты), прямые –
результаты линейной регрессии, примененной к линейным участкам графиков.
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Рис. 6. Топография (в относительных единицах и ло-
гарифмическом масштабе) пропагатора 
в координатах Якоби   7 фм при

= 12 для возбужденных разделенных состоя-
ний системы (2α + p + n) (а) с примерами положений
(б) нуклонов (малые шары) и α-частиц (большие ша-
ры). Конфигурация 1 соответствует разделению си-
стемы на дейтрон и ядро 8Be, конфигурации 2 и 3 – на
ядра 4Не и 6Li, конфигурация 4 – на два ядра 4Не и
дейтрон.
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включает нуклон-нуклонную часть

(13)

которая несимметрична по отношению к перестанов-

ке нейтронов. Здесь  и  −
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это не имеющие связанных состояний синглет-
ные потенциалы взаимодействия соответственно
протона с нейтроном и протона с протоном.
Определяемый энергией (12), (13) пропагатор

 также несимметричен по
отношению к перестановке нейтронов. Коорди-
натная волновая функция должна быть симмет-
рична по отношению к перестановке двух ней-
тронов с радиус-векторами  из-за антисим-
метричности спиновой волновой функции с
полным спином  по отношению к переста-
новке нейтронов. Такая ненормированная коор-
динатная волновая функция может быть получе-
на с помощью симметричной комбинации в ко-
ординатах Якоби

(14)

где

(15)

Результаты расчетов пропагатора для ядер 11B и
11С показаны на рис. 2б. Определенные с помо-
щью линейной регрессии по линейным участкам
графиков значения энергии разделения ядер на
две альфа-частицы и нуклоны в сравнении с экс-
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Рис. 7. Координаты Якоби для ядра 11B (системы
2α + p + 2n) с положениями нуклонов (малые шары)
и α-частиц (большие шары).
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Рис. 8. Топография (в относительных единицах и логарифмическом масштабе) пропагатора  соответ-

ствующего плотности вероятности основного состояния  в координатах Якоби  
  (а), (в) и s = 2 фм (б), (г) для систем 11С (2α + 2p +n) (а), (б) и 10B (2α + p + 2n) (в) (г) с примерами

положений (д) нуклонов (малые шары) и α-частиц (большие шары). Наиболее вероятные конфигурации 1 соответ-
ствуют для ядра 11С кластеру 3He между α-частицами (α + 3He + α), для ядра 11B – тритонному кластеру  между α-ча-
стицами (α +  + α).
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периментальными значениями (см., например,
[17]) приведены в табл. 1.

Примеры распределений плотности вероят-
ности для конфигураций 11С (2α + 2p + n) и 11B
(2α + p + 2n) показаны на рис. 8а–8г. Узкие
максимумы соответствуют плотности вероят-
ности  основного состояния ядер
11С и 11B. Для ядра 11B наиболее вероятными яв-
ляется конфигурация с валентными протоном и
нейтронами (тритонным кластером t) между α-ча-
стицами (α +  + α). Аналогично для ядра 11С наи-
более вероятна конфигурация с валентными ней-
тронами и протоном (кластером 3He между α-ча-
стицами (системы α + 3He + α).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенный поход к расчетам характери-

стик основного состояния ядер 10, 11B, 10, 11С может
служить полезным дополнением к существую-
щим более сложным теоретическим методам. Он
позволяет достаточно просто определить зависи-
мость энергии основного состояния от парамет-
ров потенциалов и вероятности различных кон-
фигураций составляющих систему частиц.

Автор выражает благодарность команде гете-
рогенного кластера Лаборатории информацион-
ных технологий ОИЯИ за содействие выполне-
нию трудоемких компьютерных расчетов.
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Study of ground states of 10, 11B, 10, 11С nuclei
by Feynman’s continual integrals method

V. V. Samarina, b, *
aJoint Institute for Nuclear Research, Dubna, 141980 Russia

bDubna State University, Dubna, 141982 Russia
*e-mail: samarin@jinr.ru

The energy and the square of the wave function modulus for the ground state of 10, 11B, 10, 11С nuclei are cal-
culated using Feynman continual integrals (path integrals) in the model of the interaction between alpha-
clusters and external nucleons. The obtained values of energy are in good agreement with the experimental
data.
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