
ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ, 2021, том 85, № 6, с. 804–810

804

ПОЛЯ РАДИАЦИОННЫХ СИЛ В СЛОЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ
© 2021 г.   В. А. Гусев1, 2, Д. А. Жарков1, *

1Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования
Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия

2Федеральное государственное бюджетное учреждение науки 
Институт физики Земли имени О.Ю. Шмидта Российской академии наук, Москва, Россия

*E-mail: denis.Zharkov2014@yandex.ru
Поступила в редакцию 09.12.2020 г.

После доработки 25.01.2021 г.
Принята к публикации 26.02.2021 г.

Приводятся результаты расчета поля поверхностной акустической волны в системе “слой вязкой
жидкости–упругая подложка” с учетом сдвиговых компонент в жидкости. Рассмотрен механизм ра-
диационного давления, действующий на жидкость и связанный с нелинейностью уравнений гидро-
динамики. Рассчитаны пространственные распределения силы радиационного давления, возника-
ющей в вязкой жидкости со стороны стоячей поверхностной волны. Показано, что учет вязкости
вызывает дополнительную силу, направленную к центру системы, а сдвиговые компоненты приво-
дят к значительным градиентам радиационного давления вблизи границы раздела сред.
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ВВЕДЕНИЕ

Решение ряда актуальных прикладных задач
требует развития методик и устройств, позволяю-
щих формировать материалы и структуры с зара-
нее заданными свойствами и параметрами [1–6].
Проведенные ранее экспериментальные иссле-
дования [7, 8] показали возможность и эффек-
тивность методики, основанной на формирова-
нии стоячей поверхностной акустической волны
(ПАВ) в жидком слое на упругой подложке.

Радиационные силы в жидкости, вызванные
акустическим воздействием, находят широкое
применение. Отметим здесь акустическую леви-
тацию взвешенных в жидкости частиц [9, 10] и
силовое воздействие на такие частицы [11]. При
этом вопрос о влиянии вязкости на структуру
формируемых в жидком слое радиационных сил
не был полностью решен. В работах [7, 12] пока-
зано, что учет затухания потенциальной компо-
ненты ПАВ в жидком слое слабо сказывается на
дисперсионных характеристиках волны. Однако
сдвиговые компоненты ПАВ в вязкой жидкости
учтены не были, что привело к неточной записи
граничных условий, а следовательно, и дисперси-
онного уравнения, и амплитудных характери-
стик. В то же время ясно, что сдвиговые компо-
ненты будут локализованы вблизи границы раз-
дела сред и могут оказать существенное влияние
на характеристики волны. Расчеты скорости по-
верхностной волны и затухания проведены в ра-

ботах [13, 14], однако этих результатов недоста-
точно для вычисления радиационных сил.

Целью данной работы является расчет поля
ПАВ и формируемых ими радиационных сил в
слоистых структурах с учетом вязкости и их срав-
нение с результатами, полученными ранее без
учета вязкости. Далее поля поверхностных волн
рассчитываются на основе линеаризованной си-
стемы уравнений движения вязкой жидкости и
теории упругости. Затем рассчитывается тензор
радиационного давления на основе представле-
ния, полученного усреднением уравнений гидро-
динамики по быстрым движениям в рамках квад-
ратично-нелинейного приближения. Основная
новизна работы связана с учетом сдвиговых ком-
понент поля ПАВ в жидком слое и расчетом ради-
ационных сил с их учетом.

АКУСТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В СИСТЕМЕ 
“ЖИДКИЙ СЛОЙ–УПРУГОЕ 

ПОЛУПРОСТРАНСТВО”
Пусть упругая среда занимает полупростран-

ство z ≥ 0, при этом ось z направлена вниз (рис. 1).
Выше границы раздела сред в слое –h < z < 0 на-
ходится вязкая жидкость. Сверху при –∞ < z < –h
находится вакуум. Вдоль границы раздела сред z =
= 0 в положительном и отрицательном направле-
ниях оси x распространяются навстречу друг дру-
гу две поверхностные волны одинаковой частоты,
формируя стоячую волну. При этом поля этих
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встречных волн будут симметричны относитель-
но точки x = 0. Далее для простоты ограничимся
рассмотрением двумерной задачи.

Акустическое поле в вязком жидком слое опи-
сывается системой уравнений Навье–Стокса, не-
прерывности и состояния:

(1)

Здесь  – вектор колебательной скорости частиц
жидкости,  – плотность,  – давление,  – ско-
рость звука в жидкости,  и  – коэффициенты
объемной и сдвиговой вязкости соответственно,
t – время,  – лапласиан.

Нелинейные члены системы (1) играют опре-
деляющую роль в формировании поля радиаци-
онного давления и вызываемых им течений в
рамках рассматриваемого ниже механизма. Одна-
ко радиационное давление является квадратич-
ным эффектом по акустическому полю ПАВ, и
учет нелинейных членов для поля ПАВ приведет в
выражениях для радиационного давления к вели-
чинам третьего и выше порядков малости по числу
Маха. Это выходит за пределы точности модели,
учитывающей квадратичную нелинейность. По-
этому при расчете акустического поля ПАВ нели-
нейными слагаемыми пренебрегается и использу-
ется линеаризованная система уравнений:

(2)

Здесь  и  – равновесная плотность и ее акусти-
ческое приращение,  – акустическое давление.

Применяемая методика расчета поля поверх-
ностной волны в целом аналогична стандартной
[15] и отличается, главным образом, учетом сдви-
говых компонент в жидкости. Удобно ввести ска-
лярный потенциал ϕ и векторный потенциал 
поля в жидкости в соответствии с представлением

 Подставляя это выражение в си-
стему (2) и применяя поочередно операции ди-
вергенции и ротора, получим уравнения для по-
тенциалов:

(3)

(4)

В рассматриваемой двумерной задаче отсутству-
ет зависимость от координаты y и uy = 0. Единствен-
ной отличной от нуля компонентой векторного по-
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тенциала является Ay ≡ A, т.е.  и вектор-
ное уравнение (4) сводится к скалярному.

В упругом полупространстве поле смещений

 =   W =

=   также описываем скалярным Φ и век-

торным  = {0, Ψ, 0} потенциалами, подчиняю-
щимися волновым уравнениям [12, 15].

Удобно представить искомую стоячую ПАВ в
виде суммы двух бегущих волн, распространяю-
щихся навстречу друг другу, и вначале рассчитать
поле этих волн. Поле второй получается измене-
нием знака волнового числа. Отыскиваем реше-
ние уравнений (3) и (4), соответствующее гармо-
нической поверхностной волне, бегущей вдоль
оси x и локализованной вблизи границы раздела

z = 0, вида  Здесь ω – частота,  c –

искомая скорость поверхностной волны. Выра-
жение для встречной бегущей волны получаем с
помощью замены k → –k. В результате получаем
следующие решения для потенциалов поля в
жидком слое:

(5)

где r2 =  k0 =  – волновое число

в жидкости,  =  B1, 2, C1, 2 – амплитуды

соответствующих потенциалов. В упругой среде
получаем соответственно

(6)

Здесь введены волновые числа kl =  – для про-

дольных волн и kt =  – для поперечных волн.
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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Для определения параметров поверхностной
волны необходимо добавить граничные условия,
позволяющие найти скорость волны. Поскольку
в рассматриваемой системе существует 6 волн
(две потенциальные и две сдвиговые компоненты
в жидком слое, а также две компоненты в упругом
полупространстве), то и граничных условий долж-
но быть 6: равенство нормальных и касательных

смещений и напряжений на границе “жидкий
слой–упругое полупространство” и равенство ну-
лю нормальных и касательных напряжений на сво-
бодной поверхности жидкости [14]. Подстановка
потенциалов (5) и (6) в эти граничные условия при-
водит к дисперсионному уравнению 
матрица  которого имеет вид:

Поскольку определитель теперь становится ком-
плексным, то определяемая из дисперсионного
уравнения скорость волны получает мнимую добав-
ку, которая интерпретируется как появление зату-
хания волны. Зависимости скорости и коэффици-
ента затухания от толщины слоя и частоты рас-
считаны в работе [14].

Амплитуды встречных бегущих волн также на-
ходятся с помощью матрицы  (с учетом заме-
ны  для встречных волн), для чего необхо-
димо исключить одно из уравнений в силу их ли-
нейной зависимости, а затем применить формулы
Крамера. Складывая поля бегущих волн, получаем
поле искомой стоячей ПАВ. Однако выражения
для поля в вязком слое оказываются слишком
громоздкими, поэтому приведем зависимости ко-
лебательной скорости и давления в стоячей волне
для случая идеальной жидкости, чтобы прояс-
нить основную структуру поля [12]:

(7)

Здесь V0 – произвольный амплитудный множи-
тель, с точностью до которого решается задача о
распространении поверхностной волны. В случае
решения задачи излучения такой волны этот мно-
житель связан с амплитудой источника.

РАДИАЦИОННОЕ ДАВЛЕНИЕ
В ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

На взвешенные в жидкости частицы действует
радиационная сила со стороны акустического по-
ля. Обычно радиационную силу в этом случае
связывают с разностью импульсов, действующих
на частицу с разных сторон [16–19]. Когда волна
падает на частицу, то она рассеивается, и импуль-
сы с передней и задней сторон различаются. В ре-
зультате усреднения получается ненулевая сила,
направленная в сторону уменьшения импульса.
При этом нелинейный параметр жидкости в вы-
ражения для радиационного давления не входит
и, следовательно, нелинейность уравнений гид-
родинамики никак не влияет на этот механизм.
Но эта сила для частицы с радиусом R и плотно-
стью ρ пропорциональна (kR)4 и для наночастиц
несущественна. Таким образом, можно ожидать,
что наночастицы увлекаются жидкостью и их от-
носительным движением можно пренебречь. Дей-
ствительно, в работе [12] получены оценки харак-
терных значений параметров, определяющих по-
ведение наночастицы в акустическом поле, в
частности, времени затухания движения частиц
относительно жидкости:

В первом слагаемом величина  для ча-

стиц диоксида кремния размером порядка 200 нм
[7] оказывается равной ~10–8–10–9 с, поправка,
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связанная с частотой, незначительна (~0.1, вплоть
до ~1) и не влияет на порядок величины. Второе
слагаемое имеет приблизительно такой же порядок
~10–8 с. Такие времена соответствуют частотам
порядка сотен мегагерц. Соответственно, для ча-
стоты порядка десятков мегагерц параметр 
является малой величиной. Это означает, что при
воздействии акустических полей с частотами по-
рядка десятков мегагерц и ниже можно прене-
бречь собственным движением частиц малого
размера и считать, что частицы полностью увле-
каются жидкостью.

Поэтому при расчете радиационной силы на
взвешенные наночастицы на первый план высту-
пает другой механизм [12], связанный с нелиней-
ностью уравнений гидродинамики и действующий
именно на элемент объема жидкости. Наличие не-
линейных слагаемых приводит при усреднении по
периоду акустической волны к появлению ненуле-
вой силы – собственно радиационной силы. При
отсутствии нелинейных членов усреднение, оче-
видно, давало бы ноль для периодических про-
цессов. Соответственно, радиационное давление
в этом механизме определяется не параметрами
частиц, а нелинейностью исходных уравнений
акустического поля в жидкости. Радиационные
силы, в свою очередь, вызывают акустические те-
чения, увлекающие частицы. Если частицы малы
(наночастицы), то они полностью увлекаются
жидкостью и перемещаются вместе с ней.

Для расчета радиационного давления на эле-
мент объема жидкости и акустических течений
предложены различные модели, которым посвя-
щено множество работ. Для определенности будем
исходить из результатов работы [20]. В ней на осно-
ве гидродинамического подхода и процедуры раз-
деления быстрых и медленных движений из пол-
ной системы уравнений механики сплошной сре-
ды (1) с учетом нелинейных слагаемых получено
выражение для тензора радиационных напряже-
ний в случае вязкой жидкости [20]:

(8)

Здесь угловые скобки означают усреднение по
периоду акустической волны, ε – параметр нели-
нейности жидкости. Радиационная сила  дей-
ствующая на элемент объема жидкости, выража-
ется через тензор 

(9) (9)

Для вывода выражения (8) нужно разделить
медленные гидродинамические и быстрые аку-
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стические переменные, полагая ρ = ρ0 + ρ', p =

=   где величины со

штрихом относятся к акустическим переменным,
а Ui – скорость усредненного движения (акусти-
ческого течения), возникающего за счет радиаци-
онного давления. Здесь уравнение состояния, свя-
зывающее давление и плотность, также учитывает
квадратичную нелинейность. Проведя усреднение,
выделив уравнения для среднего и осциллирующе-
го движений и найдя приближенное решение для
осциллирующего движения, можно прийти к вы-
ражению (8). Подчеркнем еще раз, что тензор ра-
диационных напряжений (8) появляется именно
из-за нелинейности уравнений гидродинамики. В
то же время акустические поля допустимо рассчи-
тывать в линейном приближении, чтобы оставаться
в рамках квадратично-нелинейных эффектов.

Влияние вязкости жидкости проявляется в не-
скольких факторах. Во-первых, появляется зату-
хание потенциальной компоненты поля ПАВ,
во-вторых, появляются сдвиговые компоненты
поля ПАВ, в-третьих, в тензоре радиационных
напряжений (8) появляется дополнительное сла-
гаемое. Ясно, что относительная роль первого и
третьего факторов пропорциональна коэффици-
ентам вязкости, и для слабовязких жидкостей они
не должны приводить к радикальному измене-
нию радиационных сил. Амплитуда же сдвиговых
компонент – второй фактор – вблизи границы
раздела сред должна быть одного порядка по
сравнению с амплитудами других компонент
ПАВ. Именно роль сдвиговых компонент может
быть недооценена. Поэтому далее проведем срав-
нение пространственных распределений радиа-
ционной силы, создаваемой стоячей ПАВ, для
трех случаев: (а) для идеальной жидкости без вяз-
кости, (б) для приближенной модели жидкости с
учетом вязкости для продольной компоненты и
без учета сдвиговых компонент (формально по-
ложено C1 = C2 = 0) – рис. 2, (в) для точной моде-
ли с учетом сдвиговых компонент – рис. 3.

При расчетах задавались следующие парамет-
ры: плотность жидкости – 1000 кг/м3, плотность
подложки – 2700 кг/м3, скорость звука в жидко-
сти с0 = 1400 м/с, в твердом теле: сl = 7650 м/с, сt =
= 4500 м/с, η = 0.0004 Па ⋅ с, ξ = 0.001 Па ⋅ с, b =
= 0.0015 Па · с, ε = 3.5,  (  - мнимая
часть волнового числа, ответственная за затуха-
ние волны; при построении увеличена относи-
тельно расчетного значения при заданных η и ξ,
чтобы показать роль затухания вдоль оси x). Ча-
стота волн принята равной (1/2π) кГц, толщина
слоя 5 м. В этом случае получаем два решения
дисперсионного уравнения – высокоскоростное
c = 4142 м/с и низкоскоростное c = 1592 м/с, соот-
ветствующие различным модам поверхностной
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волны в жидком слое. На рис. 2–3 представлены
результаты расчетов для высокоскоростной вол-
ны, поскольку она обладает большей длиной вол-
ны, равной примерно 26 м, и, соответственно,
именно она образует крупномасштабную струк-
туру поля. Для сравнения приведем скорость рэ-

леевской волны на границе упругой подложки и
вакуума cR = 4126 м/с и скорость волны Стоунли
на границе упругого и жидкого полупространств
cS = 1399.4 м/с.

На рис. 2 представлены горизонтальная и вер-
тикальная компоненты радиационной силы без

Рис. 2. Пространственное распределение радиационной силы с учетом вязкости для потенциальной компоненты и без

учета сдвиговых компонент для частоты (1/2π) кГц при  (а) x-компонента, (б) z-компонента.

10

–10

0

–2

–0.4
–0.2

0

0
2

Fx

kx

kz

10

–10

0

–2

–0.4
–0.2

0

0
2

Fz

kx

kz
а б

−= 1" 0.05 м :k

Рис. 3. Пространственное распределение радиационной силы с учетом сдвиговых компонент для частоты (1/2π) кГц:
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учета сдвиговых компонент. Видно, что вдоль оси
x образуется квазипериодическая структура. Если
вязкостью пренебречь полностью, то формирует-
ся периодическое синусоидальное распределе-
ние. В данном случае за счет затухания акустиче-
ских волн радиационная сила увеличивается при
удалении от центра структуры, т.е. появляется до-
полнительная сила, направленная к середине при
x = 0 (точке симметрии встречных поверхностных
волн). Это может способствовать более эффектив-
ному сбору взвешенных частиц вблизи этой обла-
сти. Интересно также отметить, что на некоторой
глубине z в жидком слое радиационная сила ока-
зывается равной нулю. При переходе через нуль
происходит изменение полярности (или сдвиг
на полпериода) пространственного распределе-
ния обеих компонент силы, положения миниму-
мов и максимумов меняются местами. Поэтому
с точки зрения формирования упорядоченных
структур необходимо более детально исследо-
вать поле вблизи границы раздела. При этом для
горизонтальной компоненты наибольшее значе-
ние силы наблюдается как раз в области вблизи
границы. Для вертикальной компоненты, наобо-
рот, ее значения вблизи границы меньше, а поло-
жение нуля силы располагается значительно ближе
к самой границе. Это означает, что формирование
упорядоченных структур происходит, в основном,
именно в этой сравнительно небольшой области.

Пространственная структура радиационных
сил с учетом сдвиговых компонент проиллю-
стрирована на рис. 3. Из графиков видно, что на
расстояниях, меньших длины волны, происхо-
дит экспоненциальное затухание поля. Видно, что
учет сдвиговых компонент приводит к появлению
значительных сил, сосредоточенных вблизи грани-
цы раздела сред. Это связано с быстрым затуханием
и, соответственно, большим градиентом поля.
Важно подчеркнуть, что условие прилипания вяз-
кой жидкости к упругому полупространству здесь
автоматически выполняется в силу учета соответ-
ствующего граничного условия. Движение среды
и соответствующие радиационные силы связаны
с тем, что сама граница движется относительно
лабораторной системы отсчета при распростра-
нении поверхностной волны (или колебаниях в
стоячей волне). Хотя область локализации сдвиго-
вых компонент весьма мала, достигаемые большие
значения радиационной силы могут привести в
среднем к существенному воздействию на харак-
тер движения жидкости, причем именно в области
вблизи границы. Они могут определять формиру-
ющуюся на подложке структуру при испарении
жидкого слоя со взвешенными частицами и, таким
образом, являться основным управляющим фак-
тором на последнем этапе процесса самооргани-
зации ансамблей этих частиц.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, рассчитаны с учетом сдвиго-

вых компонент дисперсионные и амплитудные
характеристики поверхностной волны в слое вяз-
кой жидкости, а также радиационные силы, дей-
ствующие на элемент объема жидкости и увлека-
емые им взвешенные частицы. Рассмотрен меха-
низм радиационного давления на элемент объема
жидкости, обусловленный нелинейностью урав-
нений гидродинамики. Проведено сравнение трех
случаев: (1) без вязкости, (2) с вязкостью, но без
учета сдвиговых компонент и (3) с учетом сдвиго-
вых компонент. Показано, что вязкость приводит к
значимым изменениям пространственной структу-
ры радиационных сил и может привести к улучше-
нию условий образования упорядоченных ансам-
блей наночастиц. Дополнительная радиационная
сила, обусловленная сдвиговыми компонентами
акустического поля в жидкости, сосредоточена в
узком слое вблизи границы раздела сред, в кото-
рой и происходит формирование упорядоченных
ансамблей частиц. Поэтому достигаемые радиаци-
онной силой в этой области значительные величи-
ны будут являться одним из основных факторов,
определяющих движение жидкости и параметры
формирующейся структуры. В дальнейшем плани-
руется рассчитать вызванные радиационным дав-
лением акустические течения и движение взве-
шенных наночастиц в этих течениях.

Работа поддержана РФФИ (проект № 20-02-
00493).
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Fields of radiation forces in a layer of viscous liquid
V. A. Guseva, b, D. A. Zharkova, *

aLomonosov Moscow State University, Moscow, 119991 Russia
bSchmidt Institute of Physics of the Earth, Russian Academy of Sciences, Moscow, 123995 Russia

*e-mail: denis.Zharkov2014@yandex.ru

The field of a surface acoustic wave in the system “viscous f luid layer–elastic halfspace” is calculated taking
into account the shear components in the f luid. The mechanism of radiation pressure acting on a liquid and
associated with the nonlinearity of the equations of hydrodynamics is considered. The spatial distributions of
the radiation pressure force arising in a viscous f luid from the side of a standing surface wave are calculated.
It is shown that taking viscosity into account gives rise to an additional force directed to the center of the sys-
tem, and shear components lead to significant gradients of radiation pressure near the interface between the
media.
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