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Исследовано влияние распределения температуры на напряженно-деформированное состояние
нагруженной внутренним давлением трубы из дисперсно-упрочненного алюминия. Напряженное
состояние обогреваемой трубы характеризуется наибольшими значениями тангенциального и осе-
вого напряжений на внутренней стенке, а охлаждаемой – на внешней. Абсолютные значения ради-
альных напряжений монотонно уменьшаются по мере удаления от внутренней стенки трубы.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время перед материаловедческими

науками стоит задача создания новых материалов,
обладающих не только повышенными прочност-
ными и эксплуатационными характеристиками, но
и обеспечивающих повышенную энергоэффектив-
ность и пониженную экологическую нагрузку на
окружающую среду [1]. Одним из перспективных
направлений в материаловедении в настоящее вре-
мя является создание дисперсно-упрочненных
сплавов и использование этих материалов в ма-
шиностроении, энергетике, авиационной и кос-
мической промышленности [2, 3].

В современной энергетике в качестве элементов
теплообменных аппаратов широко применяются
трубы, нагруженные внутренним и внешним дав-
лением. Для определения надежности работы теп-
лообменных аппаратов необходима информация о
напряжениях и деформациях, возникающих в
стенках теплообменных труб в результате прило-
женной нагрузки, а также в условиях неоднородно-
го распределения температуры по толщине стенки
трубы [4, 5].

Настоящая работа продолжает исследования
воздействия поля давления на деформацию стенок
трубы из сплава на основе алюминия, упрочненно-
го некогерентными недеформируемыми наноча-
стицами [6–8]. Целью работы является определе-

ние напряженно-деформированного состояния
стенок трубы с учетом неоднородного распреде-
ления температуры.

Для определения напряжений в стенках трубы
используется подход, подробно изложенный в ра-
ботах [9–11]. В рамках этого подхода напряжения
в стенках трубы находятся в результате решения
уравнений механики деформируемого твердого
тела [12, 13] с использованием условия упрочне-
ния материала, выражающее связь между пре-
дельным напряжением сдвига и степенью дефор-
мации, которое получено на основе физической
теории пластичности [14–17].

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ДЕФОРМАЦИОННОГО УПРОЧНЕНИЯ
В основе модели пластической деформации

дисперсно-упрочненных материалов с ГЦК-мат-
рицей, содержащих некогерентную дисперсную
фазу [18, 19], лежит концепция упрочнения и от-
дыха. В дисперсно-упрочнeнных материалах де-
фектная структура зоны сдвига сложнее, чем в
чистых металлах и однофазных сплавах. Взаимо-
действие дислокаций с частицами в процессе
пластической деформации помимо упрочняюще-
го эффекта приводит к появлению ряда новых
элементов дислокационной структуры [20–23].
Вместе с генерацией сдвигообразующих дислока-
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ций в этом случае развиваются элементарные
процессы, обусловленные взаимодействием дис-
локаций с частицами и порождающие кольца
Орована [24–26], призматические петли [27–29],
петли вторичного скольжения, дипольные конфи-
гурации [30]. Между структурными элементами в
ходе деформации и последующих релаксационных
процессов возможны взаимные превращения. При
этом характер и результат взаимодействий элемен-
тов дислокационной структуры с частицами может
меняться с изменением соотношений масштабных
характеристик упрочняющей фазы (размера ча-
стиц, расстояния между частицами) и расстояния
между дислокациями [31]. Таким образом, при мо-
делировании процесса пластической деформации
и деформационного упрочнения предполагается,
что в зоне сдвига образуются следующие типы де-
формационных дефектов: линейные – сдвигообра-
зующие дислокации, призматические петли вакан-
сионного и межузельного типа, дислокационные
диполи вакансионного и межузельного типа, то-
чечные деформационные дефекты – межузельные
атомы, вакансии, бивакансии [14, 15].

Математическая модель включает уравнения
баланса деформационных дефектов, в которых
учтены следующие процессы: генерация и анни-
гиляция матричных сдвигообразующих дислока-
ций, генерация и аннигиляция призматических пе-
тель вакансионного и межузельного типа, а также
генерация и аннигиляция дислокаций в дипольных
конфигурациях [16]. Генерация и аннигиляция
призматических петель происходит вблизи некоге-
рентных упрочняющих частиц. В модели учтено,

что при возрастании размера призматических пе-
тель в результате осаждения точечных дефектов со-
ответствующего типа (например, в результате оса-
ждения межузельных атомов на межузельные приз-
матические петли) дислокации в призматических
петлях могут терять устойчивость и переходить в
разряд сдвигообразующих дислокаций. Учтено так-
же, что при осаждении межузельных атомов на ва-
кансионные призматические петли или вакансий и
бивакансий на межузельные призматические петли
размер призматических петель уменьшается вплоть
до полной их аннигиляции.

МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
МАТЕРИАЛА

Результаты экспериментальных исследований
показывают, что упрочнение алюминиевых спла-
вов дисперсными частицами практически не вли-
яет на величину модуля упругости и модуля сдви-
га [32, 33]. Однако упругие свойства сплава изме-
няются в зависимости температуры. Для описания
температурной зависимости модуля сдвига можно
использовать формулу Белла [34, 35]:

(1)

В (1)  К – температура плавления,
 ГПа,  ГПа – параметры, ха-

рактеризующие упругие свойства алюминия.
Для определения предела текучести использо-

валась физико-математическая модель пластиче-
ской деформации дисперсно-упрочненных спла-
вов с некогерентными частицами.

Результаты математического моделирования,
полученные на основе решения системы уравне-
ний, описывающей эволюцию дефектной струк-
туры [14, 16], показывают, что деформационное
упрочнение материалов на основе алюминия с
некогерентной упрочняющей фазой при одной и
той же объемной доле увеличивается с уменьше-
нием размера частиц и расстояния между ними
при всех температурах деформации. Исследова-
ние влияния масштабных характеристик упроч-
няющей фазы на деформационное упрочнение
материалов на основе алюминия с некогерентной
упрочняющей фазой показало, что дислокацион-
ные диполи не образуются на протяжении всего
процесса пластической деформации в материале
с наноразмерными частицами.

На рис. 1 представлены зависимости интенсив-
ности сдвиговых напряжений  от степени пласти-
ческой деформации  материалов на
основе алюминия с некогерентной упрочняющей
фазой. Эти зависимости рассчитаны для различ-
ных значений масштабных характеристик упроч-
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Рис. 1. Кривые упрочнения для сплава на основе
алюминия при различных температурах:  К
(кривые 1, 4),  К (кривые 2, 5), К (кри-
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няющей фазы, а также различных температур ма-
териала.

Пластическая деформация начинается, когда
интенсивность напряжений в материале стано-
вится равной предельному напряжению сдвига

 Кривые упрочнения характеризуются моно-
тонной зависимостью предельного напряжения
сдвига от степени деформации. При малых значе-
ниях степени пластической деформации  на-
блюдается заметное увеличение 

Рассмотрение кривой упрочнения показывает,
что в процессе пластического деформирования ма-
териал упрочняется, поскольку повышается предел
пластичности. При больших пластических дефор-
мациях  кривая упрочнения выходит на горизон-
тальную асимптоту, соответствующую площадке
текучести при 

Результаты моделирования показывают, что
упрочнение материала наночастицами суще-
ственно изменяет прочностные характеристики
материала. Уменьшение расстояния между ча-
стицами для одной и той же объемной доли
упрочняющей фазы приводит к более интенсив-
ному торможению дислокаций, что вызывает
упрочнение материала, приводящее к росту зна-
чений напряжения течения  С ростом темпера-
туры материал становится более пластичным, что
сопровождается понижением напряжения тече-
ния материала:

(2)

В корреляции (2)  – модуль сдвига матрицы,
 – предел текучести,  – напряжение

упрочнения, характеризующее максимальное уве-
личение напряжения течения в процессе упрочне-
ния материала,  – деформация,  – эмпириче-
ский параметр, определяющий быстроту выхода
кривой течения на асимптоту.

Результаты моделирования показывают, что с
ростом температуры происходит уменьшение пре-
дела текучести и напряжения упрочнения. Это
означает, что с ростом температуры пластическая
деформация возникает при меньших напряжениях.
Кроме того, уменьшение с ростом температуры 
свидетельствует об ослаблении способности мате-
риала к пластическому упрочнению. В рассмат-
риваемом диапазоне изменения температуры за-
висимости  и  могут быть аппроксимированы
функциями:

(3)
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В зависимостях (4), (5)  и  – предельное
напряжение сдвига и упрочнения при темпера-
туре  К. Параметры аппроксимации
имеют следующие значения: C00 = 0.8665, C01 =
= 0.3479,   

 Значения материальных констант 
  для различных размеров упрочняющих ча-

стиц  а также расстояний между частицами 
представлены в табл. 1.

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ
В СТЕНКЕ ТРУБЫ

Рассмотрим напряженно-деформированное
состояние трубы из дисперсно-упрочненного
алюминиевого сплава, нагруженной равномер-
ным внутренним давлением  и находящейся в
неоднородном температурном поле (рис. 2).

Будем полагать, что внутренняя стенка трубы
имеет постоянную температуру  а внеш-
няя –  Отметим, что если торцевые стенки
трубы теплоизолированы, то распределение темпе-
ратуры не будет зависеть от осевой координаты z.
Кроме того, вследствие осевой симметрии рас-
сматриваемой задачи температура не будет зави-
сеть от угловой координаты  Таким образом,

τ0* τ1*

=0 293T

= −02 0.2144,C =10 2.9817,C = −11 2.7000,C
=12 0.7183.C τ0 ,*

τ1 ,* *a
δ, Λ p

inp

= ,inT T
= .exT T

ϕ.

Таблица 1. Материальные константы   

Параметры
упрочняющей фазы Материальные константы

 нм
 нм

 МПа
 МПа

 нм
 нм

 МПа
 МПа

τ0 ,* τ1 ,* *a

Λ = 100p

δ = 10
τ =0* 81.08
τ =1* 143.1

= 0.011*a

Λ = 200p

δ = 20
τ =0* 43.13
τ =1* 110.13

= 0.013*a

Рис. 2. Схема деформирования трубы.
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уравнение стационарной теплопроводности мо-
жет быть записано как [36]:

(5)

Граничные условия можно сформулировать в
виде:

(6)
Интегрирование уравнения (5) с граничными

условиями (6) позволяет определить зависимость
температуры от радиальной координаты

(7)

В основе математической модели напряжен-
ного состояния лежат уравнения равновесия
[37, 38]. Поскольку рассматривая задача является
осесимметричной, нормальные напряжения не
зависят от угловой координаты ϕ, касательное на-
пряжение равно нулю  В случае плоской
деформации компоненты вектора перемещения
не зависят от координаты z. Следовательно будут
равны нулю осевая деформация  сдвиго-
вые компоненты тензора деформации 

 Сдвиговые напряжения также будут рав-
ны нулю:   При этих предположе-
ниях баланс напряжений описывается уравнением

(8)

Сформулируем граничные условия для урав-
нения (8). На внутреннюю поверхность трубы

 действует однородное поле давления. Дав-
ление на внешнюю стенку трубы  полагаем
отсутствующим. Таким образом, условия на гра-
ницах принимают вид:

(9)
Характер деформации стенок трубы определя-

ется величиной приложенного давления  В рам-
ках данного исследования будем рассматривать
случай, когда достигнут предел пластического со-
противления ( ), т.е. деформация всей стен-
ки трубы является пластической. Таким образом,
анализ напряженно-деформированного состоя-
ния можно провести на основе уравнений дефор-
мационной теории пластичности [39, 40].

Известно, что при пластической деформации
упрочняющейся среды дополнительным услови-
ем, связывающим компоненты тензора напря-
жений, является условие пластического упроч-
нения [37]:

(10)
Определим закон изменения интенсивности

деформаций по радиусу трубы. В основе дефор-

( )∂ ∂ =
∂ ∂

1 0.Tr
r r r

= = = =: ; : .in in ex exr R T T r R T T

( ) −= + −
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ln ln .
ln ln
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ex in

r RT T T T
R R

σ =φ 0.r

ε = 0,zz

ε =φ 0,z

ε = 0.rz

σ =φ 0,z σ = 0.rz

σ − σσ + =φφ 0.rrrrd
dr r

= inr R
= exr R

= σ = − = σ =: , : 0.in rr in ex rrr R p r R

.inp

=in plp p

( )σ − σ = τφφ ,rr s a

мационной теории пластичности лежат представ-
ления [41], что изменения объема за счет пласти-
ческих деформаций не происходит. Объемная де-
формация возникает только в результате упругих и
температурных напряжений. Таким образом, при
пластической деформации в неоднородном темпе-
ратурном поле объемная деформация равна:

(11)

При малых растяжениях или сжатиях и сдвигах
величина объемной деформации равна:

(12)

Компоненты тензора деформаций определяют-
ся соотношениями Коши и при наличии осевой
симметрии и плоского деформированного состоя-
ния имеют вид:

(13)

В уравнении (13)  – радиальная составляю-
щая вектора перемещения.

С учетом зависимостей (11)–(13) поле пере-
мещения может быть найдено из решения урав-
нения:

(14)

Интенсивность сдвиговых деформаций, вы-
званная силовой нагрузкой, согласно [34, 37, 38]
равна:

(15)

где компоненты девиатора деформаций опреде-
ляются из условий:

(16)

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ
Балансные уравнения для элементов дефект-

но-дислокационной структуры и механики де-
формируемого твердого тела решались численно
с использованием метода пятого порядка Рунге–
Кутта–Мерсона [42].

На рис. 3а показаны зависимости предела пла-
стического сопротивления трубы  от темпера-
туры внешней стенки трубы. При нагреве внеш-
ней стенки материал наружных слоев трубы ста-
новится более пластичным. В результате этого
величина давления, необходимого для достиже-
ния пластической деформации внешней стенки,
уменьшается. Охлаждение внешней стенки, на-
против, приводит к росту предела пластического
сопротивления. Отметим, что при фиксированном
значении  варьирование температуры внешней

( )ε = α −3 .V T inT T

ε = ε + ε + εφφ .V rr zz

ε = ε = ε =φφ, , 0.r r
rr zz

du u
dr r

ru

( )∂ + = α −
∂

3 .r r
T in

u u T T
r r

( ) ( ) ( )( )= ε + ε + ε
2 2 2

φφ2 ,d d d
rr zza

ε = ε − ε ε = ε − ε ε = − εφφ φφ
1 1 1, , .
3 3 3

d d d
rr rr V V zz V
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Рис. 3. Зависимость предела пластического сопротивления от температуры стенок трубы: а – от внешней стенки (кри-
вые 1, 4 –  К; кривые 2, 5 –  К; кривые 3, 6 –  К); б – от внутренней стенки (1, 4 –  К,
2, 5 – К, 3, 6 – К). Радиусы трубы:  м,  м. Масштабные характеристики упроч-
няющей фазы:  нм,  нм (кривые 1–3),  нм,  нм (кривые 4–6).
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стенки в диапазоне 200 К приводит к значительно-
му изменению предела пластического сопротивле-
ния (для рассматриваемой геометрии это измене-
ние составляет около 15%). Таким образом, для
расчета прочностных характеристик теплообмен-
ника необходимо учитывать неоднородность рас-
пределения температуры в его стенках.

Аналогичные зависимости, характеризующие
влияние температуры внутренней стенки на пла-
стическую деформацию трубы, иллюстрирует
рис. 3б. Увеличение температуры внутренней стен-
ки при фиксированном значении  уменьшает со-
противляемость пластической деформации внут-
ренних слоев трубы, что вызывает уменьшение 
При охлаждении внутренней стенки трубы предел
пластического сопротивления увеличивается. Из-
менение  при вариации  в диапазоне 200 К для
рассматриваемых размеров трубы (  м,

 м) также составляет 15%. Таким обра-
зом, для расчета прочностных характеристик теп-
лообменника необходимо учитывать неоднород-
ность распределения температуры в его стенках.

В сплавах с меньшими расстояниями между
упрочняющими частицами при одной и той же
объемной доле частиц требуется существенно
большее давление для достижения пластической
деформации стенок трубы. Таким образом,
уменьшение расстояния между частицами вызы-
вает упрочнение материала, приводящее к росту
предела пластического сопротивления. Отме-
тим, что для сплавов с различными параметрами
упрочняющейся фазы характер зависимостей
предела пластического сопротивления от темпе-
ратуры стенки трубы не изменяется.

exT

.plp

plp inT
= 0.1inR

= 0.105exR

На рис. 4 приведены зависимости радиального
 тангенциального  и осевого  напряже-

ний от радиальной координаты, рассчитанные
при различных значениях температуры внешней
и внутренней стенки.

На рис. 4а приведена зависимость напряжения
 от радиальной координаты, рассчитанная для

внутреннего давления, соответствующего преде-
лу пластического сопротивления трубы 
Абсолютные значения напряжения  монотон-
но уменьшаются от  до 0 по мере удале-
ния от внутренней стенки и приближении к
внешней. Результаты проведенных исследований
показывают, что распределение радиальных на-
пряжений близко к линейному и может быть ап-
проксимировано зависимостью

(17)

Как уже отмечалось, увеличение температуры
стенок трубы приводит к тому, что деформация
стенки трубы по всей ее толщине становится пла-
стической при меньшей величине приложенного
давления. Таким образом, абсолютные значения
радиальных напряжений при  с ростом
температуры стенок трубы уменьшаются. Наибо-
лее заметен этот эффект вблизи внутренней, на-
груженной стенки трубы. Вблизи внешней стен-
ки трубы этот эффект выражен слабо.

На рис. 4б представлено изменение напряжения
 по толщины стенки, рассчитанное для 

Величина тангенциальных напряжений на внут-
ренней стенке трубы равна  а на

σ ,rr σφφ σzz
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−

.ex
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внешней стенке трубы соответствует пределу теку-
чести при  

Увеличение температуры внешней стенки при-
водит к уменьшению значений  а нагрев
внутренней стенки к уменьшению  Если
температура внешней стенки превышает темпера-
туру внутренней, то  При этом
зависимость  является убывающей. При

 зависимость  становится возраста-
ющей. Результаты расчетов показывают, что тан-
генциальные напряжения при достижении пре-
дела пластического сопротивления с ростом тем-
пературы стенки трубы уменьшаются. Отметим,
что напряжения, связанные с деформацией стен-
ки трубы в тангенциальном направлении  бо-
лее чем на порядок превосходят по абсолютной

= :exT T ( ) ( )σ = τφφ 0 .ex exR T

( )σφφ ,exR
( )σφφ .inR

( ) ( )σ > σφφ φφ .in exR R
( )σφφ r

≤ex inT T ( )σφφ r

σφφ,

величине напряжения сжатия в радиальном на-
правлении 

Радиальное распределение осевого напряже-
ния  качественно повторяет распределение
тангенциального напряжения  (рис. 4в): при

 зависимость  является возрастаю-
щей, а при  – убывающей. Таким образом,
напряженное состояние обогреваемой трубы ха-
рактеризуется наибольшими значениями осевого
напряжения на внутренней стенке, а охлаждае-
мой – на внешней.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Результаты математического моделирования

показали, что охлаждение внешней стенки трубы
приводит к росту предела пластического сопро-

σ .rr

σzz

σφφ

≤ex inT T ( )σzz r
<in exT T

Рис. 4. Распределение напряжений по стенке трубы: а – радиальных  б – тангенциальных  в – осевых  Ра-
диусы трубы:  м,  м. Масштабные характеристики упрочняющей фазы:  нм,  нм.
Температура стенок трубы: 1, 4, 7 –  К; 2, 5, 8 –  К; 3, 6, 9 –  К; 1, 2, 3 –  К; 4, 5, 6 –

 К; 7, 8, 9 –  К.

0.100 0.101 0.102 0.103 0.104 0.105
–4.0

–3.5

–3.0

–2.5

–2.0

–1.5

–1.0

–0.5

0.0

1
2 3 4 5

6 7
8 9

0.100 0.101 0.102 0.103 0.104 0.105
60

65

70

75

80

1
2
3

45
6

78
9

0.100 0.101 0.102 0.103 0.104 0.105

32

34

36

38

40

1
2
3

45
67

8
9

r, м r, м

r, м

σzz, МПа

σrr, МПа σϕϕ, МПаа б

в

σ ,rr σφφ, σ .zz

= 0.1inR = 0.105exR Λ = 100p δ = 10
=in 493T =in 393T =in 293T =ex 493T

=ex 393T =ex 293T



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 85  № 7  2021

НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ТРУБЫ 1023

тивления. Увеличение температуры внутренней
стенки уменьшает сопротивляемость пластиче-
ской деформации внутренних слоев трубы. При
охлаждении внутренней стенки трубы предел
пластического сопротивления увеличивается.
Для одной и той же абсолютной разности темпе-
ратур внешней и внутренней стенок предел пла-
стического сопротивления тем меньше, чем выше
температура внутренней стенки трубы. Абсолют-
ные значения напряжения  монотонно умень-
шаются от  до нуля по мере удаления от
внутренней стенки и приближении к внешней.
Абсолютные значения радиальных напряжений
при  с ростом температуры стенок трубы
уменьшаются. Тангенциальные напряжения при
достижении предела пластического сопротивле-
ния с ростом температуры стенки трубы умень-
шаются. Если температура внешней стенки пре-
вышает температуру внутренней, то зависимость
тангенциальных напряжений от радиальной ко-
ординаты является убывающей, в противном слу-
чае – возрастающей. Напряженное состояние
обогреваемой трубы характеризуется наибольши-
ми значениями осевого напряжения на внутрен-
ней стенке, а охлаждаемой – на внешней.

Работа выполнена в рамках государственного
задания Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации (тема № FEMN-
2020-0004).
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Stress-strain state of the tube from heterophase alloy subjected
to internal pressure in an inhomogeneous temperature field

O. V. Matvienkoa, b, *, O. I. Daneykoa, b, T. A. Kovalevskayaa, b

aTomsk State University of Architecture and Building, Tomsk, 634003 Russia
bNational Research Tomsk State University, Tomsk, 634050 Russia

*e-mail: matvolegv@mail.ru

The investigation of the influence of the temperature distribution on the stress-strain state of a tube made of
disperse-hardened aluminum subjected to internal pressure has been carried out. The stress-strain state of a
heated tube is characterized by the highest values of tangential and axial stresses in the vicinity of the inner
wall, and the cooled one – on the outer one. The absolute values of the radial stresses monotonically decrease
with distance from the inner pipe wall.
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