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Получено уравнение размерной зависимости температуры плавления наночастицы сферической
формы с учетом влияния размера на поверхностное натяжение. При больших размерах дисперсной
частицы оно переходит в уравнение Гиббса–Томсона. Численные расчеты приведены для наноча-
стиц олова. Результаты расчетов достаточно хорошо совпадают с наиболее надежными эксперимен-
тальными данными.
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Исследованию зависимости температуры плав-
ления от размера посвящено достаточно большое
число работ, в которых установлен ряд соотноше-
ний, отличающихся исходными положениями и
общностью выводов, к которым они приводят (см.,
например, [1–10]). Среди полученных соотноше-
ний наиболее известно уравнение Гиббса–Томсо-
на [11], которое приводит к заключению о линей-
ном характере изменения температуры плавления
с кривизной поверхности, что расходится с экспе-
риментальными данными при малых размерах ча-
стицы.

В настоящей работе предпринята попытка рас-
смотрения зависимости температуры плавления
наночастиц от их размера на основе классического
(гиббсовского) подхода с использованием пред-
ставлений о разделяющих поверхностях [11].

Рассмотрим равновесие дисперсной частицы
сферической формы (фаза α) и дисперсионной
среды (матрицы) макроскопического размера
(фаза β) в однокомпонентной системе. В каче-
стве разделяющей поверхности выберем поверх-
ность натяжения. В пределах переходного слоя
между фазами проведем еще одну разделяющую
поверхность, совпадающую с эквимолекуляр-
ной разделяющей поверхностью, и введем в рас-
смотрение параметр Толмена δ, определив его в
виде δ = re – r, где re и r – радиусы эквимолеку-
лярной разделяющей поверхности и поверхно-
сти натяжения соответственно.

Из условий равновесия в рассматриваемой си-
стеме можно получить следующие соотношения

(1)

(2)

(3)

где σ – поверхностное натяжение, T – температу-
ра, P – давление.

В этих соотношениях s, υ и ω – молярные зна-
чения энтропии, объема и поверхности, индекс
“σ” указывает на принадлежность величины к
поверхностному слою,  

  – молярный объем поверх-

ностного слоя,  и  – доли объема поверх-
ностного слоя, расположенные со стороны α и β
от поверхности натяжения соответственно.

Искомое соотношение между T и r будет зави-
сеть от физических условий протекания процесса.
Рассмотрим случай, когда фиксируется давление в
макроскопической фазе  В
таком случае из (1)–(3) имеем

(4)
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где  ρs = (s(σ) –
‒ s(α))/(s(β) – s(α)).Для зависимости поверхностного
натяжения σ от размера, входящего в (4), из си-
стемы уравнений (1)–(3) можно получить

(5)

(6)

соответственно при условиях  и  В этих

соотношениях  A0 = 

=   = 

 
 Величины a, b и c находятся с ис-

пользованием уравнений  

 где    =

=   =   – тер-

мический коэффициент объемного расширения,
 – число Авогадро, нижний индекс “∞” соот-

ветствует случаю r = ∞. При получении (5) и (6)
использовались условия  (предель-
ное значение δ, которое соответствует параметру

Толмена на плоской поверхности) и  –

‒  ≈  –  Соотноше-

ния для размерной зависимости температуры
плавления от размера в окончательном виде мож-
но получить интегрированием (4) с использова-
нием (5) или (6).

Получаемое таким образом соотношение, от-
носящееся к равновесию твердое тело – жид-
кость, однако, трудно использовать на практике
для конкретных расчетов в связи с отсутствием
надежных данных для параметра Толмена на
межфазной границе кристалл–жидкость, а также
температурного коэффициента межфазного на-
тяжения на линии плавления  В связи с
этим, целесообразно рассмотреть равновесие в
системах твердая частица сферической формы с
радиусом r – насыщенный пар макроскопическо-
го размера и жидкая капля сферической формы с
таким же радиусом на границе с паром. Величины
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  и   в зависимости от

размера можно находить с использованием соот-
ношений (4) и (5) или (6), где все величины отно-
сятся к соответствующим фазам на границе с па-
ром (γ). Искомую зависимость Т от r можно найти
как точку пересечения линий сублимаций и испа-
рения. В таком случае будем иметь

(7)

где    = 
Для предельного значения параметра Толмена

можно использовать выражение  где
величина ξ равна   и 
соответственно для ОЦК, ГЦК и ГПУ структур
предплавления [12]. Численные значения поверх-
ностного натяжения на плоской границе с паром
и его температурного коэффициента можно най-
ти из соответствующих источников.

В табл. 1 приведены входные данные для рас-
чета зависимости T от r для олова (опытные или
рассчитанные с использованием приведенных
соотношений в таблице). Обращает на себя вни-
мание большое значение по абсолютной величи-
не температурного коэффициента поверхностно-
го натяжения олова в твердом состоянии, что
имеет принципиальное значение для рассматри-
ваемой нами задачи. Обоснование нелинейной
зависимости σ∞ от T в предплавильной области

 и численные значения  для

ряда металлов приведены в работе [13].
Расчетная формула значительно упрощается

для случая достаточно больших радиусов и может
быть записана в виде

(8)

где    – темпе-

ратура кипения. Этот случай соответствует при-
ближению Толмена (формула Толмена получена
при T = const), где  является аналогом пара-

метра Толмена при условии 
Этот результат, по нашему мнению, представляет
интерес и может быть использован для обоснова-
ния знака и численного значения параметра Тол-
мена на плоской границе жидкость–пар или
твердое тело–пар. Величина  может иметь от-

рицательное значение даже при  и большое
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по абсолютной величине отрицательное значение
при  Отрицательные значения  и  для
олова приводят к возрастанию поверхностного на-
тяжения с уменьшением размера дисперсной ча-
стицы до определенного максимального значения
(при малых r) и последующему уменьшению до ну-
левого значения.

Результаты расчетов с использованием соот-
ношения (8) приведены в табл. 2 и при указанных
размерах частицы, мало отличаются от более точ-
ных значений, рассчитанных на основе соотно-
шения (7).

Нетрудно видеть, что результаты расчетов хоро-
шо согласуются с экспериментальными данными,

( )δ <ξ 0. ( )δ α
p

( )δ β
p

несмотря на использование приближенного соот-
ношения (8). Хорошо согласуются с опытными
данными также результаты расчетов с использова-
нием выражения, приведенного в работе [14]. От-
метим при этом, что оно содержит два параметра,
характеризующие несферичность формы малень-
кого кристалла (равные для олова a = 1.3; b = 3), а
также дополнительный параметр (  нм),
определяемый энергетическим барьером плавле-
ния частицы, имеющей несферическую форму,
который во многих работах (см., например, [15])
трактуется как толщина тонкой жидкой оболоч-
ки, находящейся на поверхности маленького кри-
сталла (т.е. используются два размера: радиус ча-

=δ 0.45

Таблица 1. Входные данные для расчета зависимости температуры плавления сферических наночастиц олова от
размера (радиуса поверхности натяжения)

№ твердое тело (фаза α) жидкость (фаза β)

1

 эрг/см2

 эрг/см2

2

3  эрг/моль

4 ,  (ОЦК структура)

5  см  см

6 , , ν = α,β; γ-пар

7  см  см

8  см  см

9  ,  эрг/моль

( )
( )

( )

β
α αγ∞ ∞

∞ α
βγ∞ ∞

 Δ υσ =  Δ υ 

2 3
H
H

∞σ = 620
∞σ = 590

∞σ =
⋅

− 2
эрг2.0

см К
d
dT

∞σ =
⋅

− 2
эрг0.16

см К
d
dT

αγ∞Δ = ⋅ 7237125.52 10H βγ∞Δ = ⋅ 7230125.52 10H

( )∞δ = ξ υ 1 3 −ξ = ⋅ 90,64 10

−δ = ⋅ 70.016 10 −δ = ⋅ 70.017 10

δ = δ + δΔp
∞ ∞

ν∞

υ σδ =
Δ

Δ кипT d
H dT

−Δδ = − ⋅ 70.359 10 −Δδ = − ⋅ 70.03 10

−δ = − ⋅ 70.342 10  p
−δ = − ⋅ 70.013 10p

=плав 505  KT =кип 2543 KT αβ∞Δ = ⋅ 7  7000 10H

Таблица 2. Размерная зависимость температуры плавления наносферических частиц олова

r, нм

T, K

Расчет
Эксперимент [14]

по уравнению (8) по формуле Гиббса–Томсона

20 500.9 497.8 496
15 498.3 495.3 491
10 491.3 490.5 486
5 453.0 476.1 450
3.3 380.8 461.1 386
2.5 273.9 447.1 –
1.813 1.3 425.2 –
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стицы R и радиус кристаллического ядра  при
этом ). Для случая сферической равно-
весной формы частицы соотношение из [14] дает
результаты, значительно отличающиеся от опыт-
ных данных.
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Influence of nanoparticle size on their melting point
A. G. Kuzamisheva, M. A. Shebzukhovaa, *, a

aBerbekov Kabardino-Balkarian State University, Nalchik, 360004 Russia
*e-mail: sh-madina@mail.ru

The equation is obtained for the size dependence of the melting temperature of a spherical nanoparticle tak-
ing into consideration the effect of size on the surface tension. It transforms into the Gibbs–Thomson equa-
tion when there are large sizes of dispersed particles. Numerical calculations are given for tin nanoparticles.
The calculation results correspond quite well with the most reliable experimental data.

,*r
= + δ* *R r
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