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ВВЕДЕНИЕ

Как хорошо известно, существуют локализован-
ные решения волнового уравнения, которые в иде-
альном случае не испытывают дифракционных или
дисперсионных эффектов во время их распростра-
нения [1–3]. Такие волны сохраняют свой профиль
поперечной интенсивности при распространении в
свободном пространстве. Отметим, что в цилин-
дрической системе координат решения волнового
уравнения для бездифракционного пучка задаются
с помощью функций Бесселя, а в эллиптической
системе координат – функциями Матьё [4, 5] Такие
локализованные импульсы представляют большой
интерес для беспроводной и оптической связи, ме-
дицинской визуализации, лазерной хирургии, не-
линейной оптики и др.

В оптике бездифракционное распространение
пучков может быть получено в удобных средах
[6], таких как волноводные или нелинейные ма-
териалы. Привлекательной с этой точки зрения
средой являются углеродные нанотрубки (УНТ),
обладающие целым рядом уникальных свойств с
большим практическим потенциалом [7]. Было
проведено много исследований, касающихся эво-
люции пучков разного профиля в среде с УНТ
[8‒12]. Все они продемонстрировали стабилизи-
рующее воздействие среды с нанотрубками на рас-
пространяющиеся в ней импульсы. Прим этом вне
рассмотрения остался вопрос влияния примесей в
УНТ, которые могут оказать существенное воздей-
ствие на эволюцию импульсов. В данной работе
мы будем исследовать электромагнитные волны с
поперечным сечением Бесселя и Матьё.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Исследуем особенности эволюции трехмер-

ных предельно коротких электромагнитных им-
пульсов (ПКИ) в массиве зигзагообразных угле-
родных нанотрубок. Будем считать, что по объему
массива нанотрубок равномерно распределена
примесь, которая для определенности имеет че-
тыре уровня.

Учтем, что волновой вектор перпендикулярен
оси нанотрубок (ось Oy), а вектор его электриче-
ского поля направлен вдоль оси трубок Oz.

Вектор потенциал имеет вид:  = (0, 0, A(x, y, z))
плотность электрического тока 

Для компоненты электрического поля, направ-
ленной вдоль оси УНТ (с учетом: 
запишем трехмерное волновое уравнение в цилин-
дрической системе координата для импульсов
Бесселя (1a) и в параболической системе коорди-
нат для импульсов Матьё (1б):

(1a)

 (1б)

где ε – диэлектрическая проницаемость среды,
c – скорость света, (r, z, ϕ) – координаты в цилин-
дрической системе координат, (σ, τ, ϕ) – коорди-
наты в параболической системе координат.
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Запишем стандартное выражение для плотно-
сти тока [13]:

(2)

где e – заряд электрона, p – компонента квазиим-
пульса электрона проводимости вдоль оси нано-
трубки,  – скорость электро-
нов,  – функция распределения Ферми,

 – закон дисперсии с учетом примесей [14]:

(3)

R, Q – параметры, описывающие переходы элек-
трона между примесными уровнями и подрешет-
ками нанотрубок, D – параметр, описывающий пе-
реходы между двумя подрешетками УНТ,  –
закон дисперсии для электронов углеродных нано-
трубок без учета примеси [15, 16].

В работе [13] показано, что накопление заряда,
возникающее из-за неоднородности поля вдоль
оси, не оказывает существенного влияния на рас-
пространение поля предельно короткого импульса.
Поэтому производной по углу в данном приближе-
нии можно пренебречь. В этом случае получаем
эффективное уравнение на векторный потенциал
для импульса Бесселя (4a) и Матьё (4б):

(4a)

(4б)

n0 – концентрация электронов,

(5)

kB – постоянная Больцмана, T – температура, ask –
коэффициенты в разложении закона дисперсии
электронов (3) в ряд Фурье:
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первые 10 слагаемых ввиду убывания коэффици-
ентов fk [17].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Проведено численное моделирование уравне-

ний (4a) и (4б). Начальные условия для импульса
выбирались следующим образом:

(8a)

 (8б)

где A0 – амплитуда электромагнитного импульса
на входе в среду с УНТ,  – скорость импульса
при входе в среду,  – ширина импульса вдоль
направления  z0 и σ0 – начальные ко-
ординаты центра импульса вдоль соответствую-
щих осей, γ параметр обрезания для функции
Бесселя, а функция Матьё имеет вид [18]:

(9)

Эволюционная картина для трехмерного им-
пульса при его распространении по образцу при-
ведена на рис. 1.

Из рис. 1 видно, что импульсы распространя-
ется по образцу, оставаясь локализованным. Сто-
ит отметить их уширение с течением времени.

Влияние параметров функции Бесселя (γr) и Ма-
тьё (γτ) на распространение импульса продемон-
стрировано на рис. 2 и 3. Видно, что, задавая соот-
ветствующим образом начальные условия для им-
пульса Бесселя (рис. 2а) можно управлять формой
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Рис. 1. Эволюция импульса Бесселя (а–в) и Матьё (г–е): t = 0 (a, г), 7 · 10–14 (б, д), t = 2 · 10–13 c (в, е). Единица по осям
r, z, τ и σ соответствует 2 · 10–5 м. I0 – максимальная интенсивность в начальный момент времени.
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Рис. 2. Зависимость напряженности электрического поля импульса: t = 2 · 10–13 с. Импульс Бесселя (продольные срезы
при r = 0): кривая 1 соответствует γr = 0.01; кривая 2 – γr = 0.1; кривая 3 – γr = 0.2 (в единицах r) (а). Импульс Матьё при
фиксированном значении координаты σ, для которой наблюдается максимум поля: кривая 1 соответствует γτ = 0.02;
кривая 2 – γτ = 0.01; кривая 3 – γτ = 0.005 (в единицах τ) (б). Единица по осям z и τ соответствует 2 · 10–5 м. Im – мак-
симальная интенсивность для указанных параметров.
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предельно короткого импульса при распростра-
нении в массиве УНТ. Это дает перспективы для
практических приложений, связанных с длитель-
ностью ПКИ. Аналогичным образом обстоит де-
ло и с начальными условиями в виде функций
Матьё (рис. 2б). Управляя начальными условия-
ми, можно задавать ту или иную поперечную
структуру импульса, сосредотачивая энергию или
в центре, или в “крыльях”.

Влияние параметров примеси на импульс
представлено на рис. 3. Отметим, что наиболее
сильно примеси влияют на распространение им-
пульса Бесселевой формы и изменяют его ампли-
туду сильнее, чем в случае импульса Матьё. Это, в
свою очередь, позволяет управлять формой им-
пульсов путем допирования, и контролировать
степень допирования по форме ПКИ. Причина
же изменения формы импульсов связана с изме-
нением закона дисперсии для электронов в УНТ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Имеет место возможность локализованного
распространения импульса, обусловленная ба-
лансом двух процессов – дисперсии и нелиней-
ности. Дисперсионное уширение импульсов в хо-
де распространения можно компенсировать под-
бором соответствующих параметров начальной
формы импульса (ширины, параметра функции
Матьё q), с помощью которых возможно управле-
ние формой предельно короткого оптического
импульса и его локализацией. Выявлено, что за
счет введения примеси можно контролировать
амплитуду предельно короткого импульса. Наи-
большее влияние параметры примеси оказывают
на импульсы с поперечным сечением Бесселя.

Авторы выражают благодарность Министер-
ству науки и высшего образования РФ за под-
держку в рамках государственного задания (чис-
ленное моделирование; проект № 0633-2020-0003).
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3D Mathieu and Bessel pulses in an array of impurity carbon nanotubes
M. B. Belonenkoa, *, N. N. Konobeevaa

a Volgograd State University, Volgograd, 400062 Russia
*e-mail: mbelonenko@yandex.ru

The propagation of three-dimensional pulses with a Mathieu and Bessel cross section in an array of semicon-
ductor carbon nanotubes with impurities is investigated. Based on the Maxwell’s equations, we obtain an ef-
fective equation for the vector potential of the electromagnetic field. The dependence of the pulse shape on
the impurity parameters and the parameters of Mathieu and Bessel functions is analyzed.
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