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ВВЕДЕНИЕ
Вопросы, связанные с эффективной генера-

цией терагерцового излучения, на сегодняшний
день весьма актуальны. Одним из наиболее эф-
фективных методов генерации является оптиче-
ский метод, основанный на эффекте оптического
выпрямления в квадратично-нелинейных средах
[1–3].

При теоретическом описании процесса гене-
рации терагерцового излучения оптическим ме-
тодом выводятся системы уравнений, которые
помимо прикладного интереса могут представ-
лять интерес, связанный с исследованиями мате-
матической структуры данных уравнений, а так-
же с их нетривиальными решениями. В свою оче-
редь решения солитонного типа способны пролить
дополнительный свет на прикладные аспекты.

Как с фундаментальной, так и с прикладной точ-
ки зрения немаловажным является вопрос о воз-
можности локализации в пространстве генерируе-
мого терагерцового излучения. Данный вопрос тес-
но связан с влиянием дисперсии и дифракции,
которые приводят к расплыванию сигнала. Нели-
нейность, напротив, способна усилить локализа-
цию энергии сигнала.

Настоящая работа посвящена выводу системы
уравнений, описывающей вышеупомянутый про-
цесс генерации при учете дисперсии, дифракции и
нелинейности терагерцовой компоненты.

ВЫВОД СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Пусть фазовые волновые фронты оптического
импульса, подаваемого на вход нелинейной сре-
ды, перпендикулярны оси z. Если электрическое
поле  импульса поляризовано в плоскости глав-
ного сечения, то справедливо скалярное уравне-
ние вида

(1)

Здесь  – скорость света в вакууме, t – время,  –
поляризационный отклик среды,  – попереч-
ная часть лапласиана.

Для простоты будем считать, что плотность
кристалла мала настолько, что его показатель пре-
ломления в оптической и терагерцовой областях
спектра незначительно отличается от единицы.
Данное предположение не повлияет принципиаль-
но на окончательные выводы, но существенно
упростит математические выкладки. В этом случае
можно использовать приближение однонаправ-
ленного распространения [4]. Для этого перепи-
шем (1) в виде
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Так как импульс распространяется вдоль оси z,
то в левой скобке можно положить приближенно

 Тогда

(2)

Легко видеть, что принятое допущение согла-
суется с учетом дифракции в параксиальном при-
ближении.

Представим электрическое поле импульса, а
также поляризационный отклик среды в виде
суммы оптических   и терагерцовых  
компонент:

(3)

Поляризационный отклик  обладает несу-
щей частотой  оптической компоненты, а от-
клик  несущей частотой не обладает, так как ге-
нерируемый терагерцовый сигнал является ши-
рокополосным в спектральном смысле.

Принимая во внимание, что оптическая ком-
понента обладает несущей частотой ω, предста-
вим ее через комплексную медленно меняющую-
ся огибающую  где  – радиус-вектор
рассматриваемой точки. Таким образом,

(4)

где  – продольная компонента волнового векто-
ра оптической компоненты.

Дифракционная длина определяется соотно-
шением  где  – поперечная апертура
импульса,  – характерная длина волны в спектре
сигнала. Длина волны оптической компоненты
на три–четыре порядка меньше характерной дли-
ны волны терагерцовой составляющей. Поэтому
дифракционная длина для оптической компо-
ненты на три–четыре порядка больше, чем ана-
логичная длина для терагерцовой составляющей.
Пусть, например, апертура  ~ 1 мм, а длина вол-
ны, соответствующая красной (или ближней ин-
фракрасной) области спектра,  см. Тогда
оптическая дифракционная длина  см.
Для терагерцовой же компоненты дифракцион-
ная длина окажется порядка 1 мм.

Если рассматривать процессы на дистанциях
распространения в промежутке между этими дли-
нами, то дифракцией оптической компоненты
можно пренебречь. Тогда после интегрирования (2)
получим для данной компоненты

(5)
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Для терагерцовой составляющей будем иметь
(см. (2)):

(6)

Здесь мы приняли, что дифракция имеет планар-

ный характер, т.е. 

Поляризационный отклик среды представим в
виде суммы линейной  и нелинейной  ком-
понент. Считая, что нелинейный отклик квадрати-
чен по полю, запишем, учитывая временную дис-
персию (нелокальность) линейного отклика,

(7)

(8)
Здесь  – временная линейная восприимчи-

вость среды,  – нелинейная квадратичная вос-
приимчивость. В (8) мы в целях простоты прене-
брегли нелокальностью нелинейной части отклика.

Подставляя (3) и (4) в (7), получим для линейных
частей оптического и терагерцового откликов

(9)

Здесь “ ” обозначает комплексное сопряжение.
Считая дисперсию слабой, используем разло-

жения

Тогда

(10)

где частотная восприимчивость

(11)

Аналогично для терагерцового линейного откли-
ка будем иметь
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что  При отсутствии необратимых потерь
восприимчивость является вещественным пара-
метром. Поэтому  Т.е. восприимчивость
является четной функцией частоты. Следователь-

но, ее производная  есть нечетная функция и

поэтому 

Подставляя теперь (3) и (4) в (8) и сохраняя
только слагаемые на частоте  и на нулевой ча-
стоте, получим

Отсюда, а также из (10) и (12) найдем

(13)

(14)

Подставляя (4) и (13) в (5), а (14) в (6), придем к
системе

(15)

(16)

Здесь групповая скорость  оптической компо-
ненты определяется выражением  а
введенная выше продольная компонента  вол-
нового вектора оптической компоненты связана
с несущей частотой  соотношением 
оптический  и терагерцовый  показатели прелом-
ления определяются как  

 – параметр дисперсии групповой
скорости (ДГС) оптической компоненты, γ =
=  – параметр дисперсии терагер-

цовой компоненты,  
Наиболее эффективная генерация происходит

при выполнении условия Захарова–Бенни (ЗБ)
[5], которое в нашем случае имеет вид

(17)
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Считая, что условие (17) выполнено, после
введения “бегущего” времени  пере-
пишем систему (15), (16) в виде

(18) (18)

(19)

Если в (19) пренебречь дифракцией, а также по-
ложить  то после интегрирования будем
иметь

(20)

Система (18), (20) известна как система Ядзимы–
Ойкавы (ЯО) [6].

В случае  связь между оптической и тера-
герцовой компонентами разрывается, а уравне-
ние (19) переходит в уравнение Кадомцева–Пет-
виашвили (КП) [7]. В соответствии с этим заме-
чанием будем называть уравнения (18), (19)
системой Ядзимы–Ойкавы–Кадомцева–Пет-
виашвили (ЯО–КП).

СОЛИТОННОЕ РЕШЕНИЕ 
И ЕГО АНАЛИЗ

Система ЯО–КП (18), (19) имеет решение в
виде “косого” солитона:

(21)

(22)

где амплитуды компонент

(23)

Сдвиг  несущей частоты оптической компо-
ненты, угол  между фазовыми и групповыми
фронтами оптического импульса и временная дли-
тельность  импульса связаны между собой соот-
ношением

(24)
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При этом групповая скорость солитона

(25)

Таким образом, солитонное решение (21)–(25)
обладает двумя свободными параметрами, в каче-
стве которых можно выбрать длительность  и
угол θ. При этом сдвиг несущей частоты опреде-
ляется из выражения (24). Из него сразу же следу-
ет, что  так как для равновесного кристал-
ла  [8]. Таким образом, в спектральной обла-
сти нормальной ДГС ( ) имеем  В этом
случае несущая частота оптического импульса
смещается в красную область. Если же ДГС ано-
мальна, то имеем фиолетовый сдвиг частоты.

Из (23) видно, что рассматриваемый солитон
реализуется при условии  За-
метим в этой связи, что в различных кристаллах и
при различных значениях несущей частоты  па-
раметры α, β, μ и  могут быть как положитель-
ными, так и отрицательными.

По аналогии с солитонным решением уравне-
ния КП [7] рассматриваемое решение можно на-
звать “косым” солитоном системы ЯО–КП. Здесь
важно подчеркнуть, что направления распростра-
нения фазовых и групповых фронтов оптической
компоненты неколлинеарны. В случае “косого”
солитона КП вообще не приходится говорить о фа-
зовых фронтах, так как отсутствует компонента
поля с несущей частотой. В этом состоит важное
отличие солитона (21)–(25) от “косого” солитона
уравнения КП.

Выражение (25) можно рассматривать как че-
ренковское условие генерации терагерцового излу-
чения оптическим импульсом. Действительно,
групповая скорость солитона системы ЯО опреде-
ляется выражением  [9]. Тогда
(25) принимает вид  Таким образом, для
эффективной генерации терагерцового сигнала
групповая скорость солитона ЯО должна превы-
шать скорость солитона ЯО–КП. Можно сказать,
что это есть солитонное условие ЗБ. В этой связи за-
метим, что в оптических экспериментах для повы-
шения эффективности генерации терагерцового
излучения часто используется техника наклонных
фазовых фронтов оптического сигнала [10, 11]. При
этом условие генерации очень похоже на получен-
ное здесь солитонное условие ЗБ.

Если в решении (21)–(25) положить  то
вовсе исключается зависимость солитона от по-

ν θ
ν =

− ν βΩ
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.
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βΩ > 0,
γ > 0

β > 0 Ω > 0.

( )β αγ − βμ σ >2 4 0.

ω
σ

ν = ν − ν βΩ� (1 )g g

θ = ν ν�cos .

θ = 0,

перечной координаты. В этом случае уравнение
(19) после интегрирования по  принимает вид

(26)

Таким образом, вместо системы ЯО–КП (18),
(19) имеем систему (18), (26) Ядзимы–Ойкавы–
Кортевега–де Вриза (ЯО–КдВ). Солитонное ре-
шение данной системы, полученное ранее в [12] и
[13], находится из решения (21)–(25) при 
Заметим, что в этом случае мы имеем один сво-
бодный параметр  Амплитуды обеих компонент
связаны с этим параметром выражениями (23), а
сдвиг частоты и групповая скорость солитона
ЯО–КдВ определяются соотношениями

(27)

Исходные физические предположения, при ко-
торых здесь выведена система (18), (19) согласуются
с условиями   и 

Легко видеть, что в этом случае (24) записыва-
ется как

(28)

а выражение для скорости солитона сохраняет
вид (27). Итак, в рассматриваемом случае ско-
рость “косого” солитона ЯО–КП практически не
зависит от угла θ. В то же время абсолютное зна-
чение сдвига несущей частоты оптической ком-
поненты увеличивается с ростом этого угла.

Приближения, принятые при выводе (18), (19),
наряду с решением в виде “косого” солитона остав-
ляют незыблемым правило сохранения электриче-

ской “площади”  импульса,
вытекающее из уравнений Максвелла [14, 15] (опре-
деленная таким образом “площадь” оптической
компоненты равна нулю из-за отсутствия в ее
спектре нулевой частоты). Действительно, инте-
грируя (19) по τ, запишем данное уравнение в ви-
де закона сохранения

(29)

где  

После перехода от (19) к интегральной форме
закона сохранения с помощью математической
теоремы Гаусса и учета того, что поле импульса со

τ

( )∂ ∂ ∂ ∂− γ + μ + σ ψ =
∂ ∂τ ∂τ∂τ

3
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всеми своими производными на бесконечности

равно нулю, будем иметь 

Отсюда  Так как групповые
волновые фронты “косого” солитона являются
плоскими, то интегрирование здесь по координа-
те x, сводится к умножению на стремящуюся к бес-
конечности постоянную  которая при малых уг-
лах  имеет смысл поперечного размера солитона.

Таким образом,  = 

Сделаем численные оценки параметров рас-
смотренного здесь “косого” солитона. Взяв типич-
ное значение для нелинейной восприимчивости

одноосного кристалла  СГСЭ [16] и для

несущей частоты оптического импульса  с–1,

найдем  СГСЭ,  СГСЭ. Для
дисперсионных параметров справедливы оценки

 с2/см,  где  –
характерная резонансная частота среды в терагер-

цовом диапазоне. Взяв  c–1, 

найдем  СГСЭ. Тогда по формулам (23)

при  с будем иметь  СГСЭ.
Для интенсивностей оптической  и терагерцо-

вой  компонент получим  ∼
~  Вт/см2. Таким образом, ин-
тенсивности обеих компонент сравнимы между
собой. Если пренебречь собственной дисперсией и
собственной нелинейностью терагерцовой компо-
ненты, то интенсивность оптической компоненты
солитона оказывается на три–четыре порядка вы-
ше интенсивности терагерцовой составляющей
[17]. Это говорит о том, что дисперсия и нелиней-
ность в терагерцовом диапазоне приводят к по-
вышению эффективности генерации терагерцо-
вого излучения. Характерная дистанция, на кото-
рой способен сформироваться солитон, порядка

дисперсионной длины  терагерцовой
компоненты. Используя приведенные выше

оценки, будем иметь  см. Солитоны же си-
стемы Ядзимы–Ойкавы формируются на дистан-
циях порядка оптической дисперсионной длины

 см. При тех же параметрах из (28)
при  для сдвига несущей частоты имеем

 c–1. Как видно из (28) сравнимый по вели-
чине вклад в данный сдвиг, обусловленный накло-
ном волновых фронтов, вносится при 

+∞ +∞

−∞ −∞
τ =  0.T

d dx E d
dz

+∞ +∞

−∞ −∞
τ =  const.Tdx E d

,xl
θ

+∞

−∞
τ TE d

+∞

−∞
= = const.EEdt S

−χ(2) 9~ 10

ω 15~ 10
−α 3~ 10 −σ μ 18~ ~ 10

( )− −β ω 1 25~ ~ 10c ( )γ πχ ω2~ ,T Tc ωT

ω 13~ 10T
−πχ 1~ 10 ,T

−γ 37~ 10
−τ 12~ 10p ψ 2~ ~ 10m mE

optI

TI ψ π2~ 4opt mI c

π2 6~ 4 ~ 10T TI cE

= τ γ3T
d pl

2~ 10T
dl

τ β2~ ~ 10T
d pl

θ = 0

Ω 12~ 10

θ ° °~ 2 –3 .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, выведена система нелиней-
ных волновых уравнений типа ЯО–КП, описыва-
ющая генерацию терагерцового излучения при
учете дисперсии и нелинейности для терагерцовой
компоненты, а также наклона волновых фронтов
оптической составляющей. Анализ солитонного
решения выведенной системы показывает, что эф-
фективность генерации и сдвиг несущей частоты
оптического импульса весьма существенно зави-
сят от угла между его фазовыми и волновыми
фронтами.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (про-
ект № 19-02-00234а).
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 “Tilted” optical-terahertz solitons of the system
of Yajima–Oikawa–Kadomtsev–Petviashvili

S. V. Sazonova, b, c, *, N. V. Ustinovb
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b Lomonosov Moscow State University, Moscow, 119991 Russia
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A system of nonlinear equations is derived that describes the generation of terahertz radiation through the op-
tical method and generalizes the Yajima–Oikawa and Kadomtsev–Petviashvili equations. Based on the solu-
tion in the form of optical-terahertz “tilted” solitons, the generation regime is analyzed with accounting for
the diffraction of the terahertz component.
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