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ВВЕДЕНИЕ

Исследование динамики интенсивных им-
пульсов, распространяющихся в режиме иониза-
ции, представляет как теоретический, так и прак-
тический интерес в связи с их применением в раз-
личных областях: дистанционном зондировании
атмосферы [1], управлении молниями [2], генера-
ции суперконтинуума [3], генерации терагерцо-
вого излучения [4] и др. Хорошо известно, что ре-
шение нелинейного уравнения Шрёдингера
(НУШ) устойчиво только для одномерного слу-
чая , который отвечает чисто простран-
ственным или временным сигналам. При размер-
ности  что соответствует пучкам или пла-
нарным пространственно-временным импульсам
и при  соответствующей оптическим пулям,
решения не устойчивы [5]. Для стабилизации сиг-
налов с  были предложены такие механизмы
как насыщающая нелинейность [6], конкурирую-
щие нелинейности [7], дифракция или дисперсия
более высокого порядка [8], градиентный волно-
вод [9], генерация второй гармоники [10]. Было
показано, что ионизация также может стабилизи-
ровать сигнал [11–18]. Эта стабилизация обуслов-
лена балансом между самофокусировкой, ди-
фракцией и плазменной расходимостью. Извест-
но, что ионизация приводит к сдвигу спектра
импульса в сторону более высоких частот [19–21].
Это обусловлено генерацией свободных электро-

нов и приводит к отрицательному значению по-
казателя преломления и, следовательно, к синему
смещению спектра сигнала. Это явление проти-
воположно хорошо известному вынужденному
комбинационному саморассеянию (ВКС) [22–26].

Ионизация диэлектрика интенсивным свето-
вым импульсом может быть описана с помощью
формулы Келдыша [27]. Различают два предель-
ных режима (в зависимости от параметра Келды-
ша): многофотонный и режим туннельной иони-
зации. Аналитическое исследование импульсов,
распространяющихся в режиме туннельной
ионизации, представляет интерес поскольку об-
ласть аномальной дисперсии групповой скорости
для большинства сред относится к инфракрасной
полосе пропускания [28]. Предел туннельной
ионизации изучался в основном с помощью экс-
периментов и численного моделирования [28].
Это связано с математическими затруднениями,
которые возникают при описании вклада тун-
нельной ионизации в динамику сигнала. В работе
[19] формула Келдыша для режима туннельной
ионизации была аппроксимирована линейной
функцией, а авторы [29] предложили использо-
вать для этой цели степенную зависимость скоро-
сти ионизации от интенсивности. Недостатками
этих подходов является то, что параметры при-
ближенных формул для скорости ионизации при-
ходится каждый раз подбирать в зависимости от
рассматриваемого диапазона интенсивностей. В
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настоящей работе мы предлагаем подход к при-
ближенному учету вклада туннельной иониза-
ции, лишенный вышеотмеченных недостатков.

МЕТОД МОМЕНТОВ

В настоящей работе рассматривается динами-
ка планарных сигналов, распространяющихся в
режиме туннельной ионизации, с помощью мето-
да моментов [25, 30, 31]. Уравнения, описываю-
щие соответствующую динамику, имеют вид

(1)

Здесь  – центральная частота сигнала,  – волно-
вое число на центральной частоте,  – координата,
вдоль которой распространяется сигнал,  – попе-
речная координата,  – время в сопут-
ствующей системе координат,  – групповая
скорость на частоте    – па-
раметр, связанный с электронной плазмой,

 – поперечное сечение

лавинной ионизации,  – критиче-
ская плотность плазмы, выше которой плазма пе-
рестает быть прозрачной,  – восприимчивость
вакуума,  – время столкновения электронов,  и

– соответственно заряд и масса электрона,  –
концентрация неионизированных молекул,  –
степень ионизации, определяемая формулой
Келдыша в пределе малых значений параметра
Келдыша (режим туннельной ионизации).  –
коэффициент дисперсии групповой скорости
(ДГС),  – положительный параметр, определя-
ющий дисперсию третьего порядка,  – коэффи-
циент кубической нелинейности,  – характери-
зует вклад ВКС. Коэффициент  положителен,
если центральная частота импульса лежит в обла-
сти нормальной дисперсии групповой скорости,
и отрицателен в противоположном случае. Зави-
симость степени ионизации  от интенсивности
I для диэлектрика в пределе туннельной иониза-
ции определяется формулой Келдыша [27].

(2)

Здесь  
 – постоянная Планка,  – потенциал ионизации.
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Анализ динамики параметров импульса про-
водился на основе метода моментов. Пробное ре-
шение выберем в виде

(3)

где  – амплитуда сигнала,  – его длительность,
 – параметр, определяющий частотную модуля-

цию,  – фаза,  – параметр, пропорциональный
ширине планарного сигнала,  – описывает кри-
визну волновых поверхностей. Все параметры за-
висят от координаты  Определим моменты им-
пульса в виде

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

Следуя методу моментов, получаем систему урав-
нений

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

В системе (10)–(13) были введены безразмерные
параметры   где   – началь-
ные значения соответствующих параметров. Ха-
рактерные дисперсионная, дифракционная, нели-
нейная и ионизационные длины определяются сле-
дующими выражениями  

  где вве-
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нии (13) для учета ионизационного слагаемого
мы использовали оценку  и
ключевое приближение 

 которое
позволило нам учесть вклад туннельной иониза-
ции в динамику сигнала.

СТАЦИОНАРНОЕ РЕШЕНИЕ 
И ЕГО УСТОЙЧИВОСТЬ

Для того чтобы найти параметры стационар-
ного состояния и условия его устойчивости, пере-
пишем (10)–(13) в виде

(14)

(15)

(16)

(17)

Здесь  
   Систему (14)–(17)

можно трактовать как механическую аналогию,
описывающую движение частицы по поверхно-
сти с координатными осями  и  в потенциаль-
ном поле

(18)

При этом масса частицы зависит от направления
движения. Роль внешней силы, действующей

вдоль координаты  играет ионизационное сла-
гаемое  Стаци-
онарное решение этой системы уравнений можно
записать как

(19)

(20)

Выражения (19), (20) можно переписать в виде

(21)

(22)

Здесь  и мы использовали соотношение
 где  – нелинейный показатель

преломления среды. Из (21), (22) следует, что с
ростом интенсивности длительность сигнала
уменьшается, а ширина увеличивается. Подко-
ренное выражение в (25) должно быть положи-
тельным (равенство нулю подкоренного выраже-
ния соответствует бесконечной ширине сигнала).
Из этого условия находим

(23)

где   – функция
Ламберта [32].

Рассмотрим вопрос устойчивости стационар-
ного решения (21), (22) системы (14)–(17). Следуя
методу Ляпунова [33], получаем четыре собствен-
ных значения

(24)

Здесь нижние индексы после запятой обозначают
производную по соответствующим переменным,

  Стационарное реше-
ние будет устойчивым, если  не имеет положи-
тельной действительной части. Легко показать,
что  будет чисто мнимой, если выполняются
условия

(25)

(26)
Равенство нулю действительной части означает,
что вследствие малых возмущений параметры
сигнала будут осциллировать в окрестности стаци-

онарных значений. Если убрать ионизационное
слагаемое  то (25), (26) можно записать в

виде условия минимума 
 Как и следовало ожидать, потенциальная

функция в этом случае не имеет минимума. На
рис. 1а представлен вид потенциальной поверх-
ности  без учета ионизации, а на рис. 1б соответ-
ствующее векторное поле   Если же учесть
ионизацию, то в рамках используемого прибли-
жения ( ) условия (25), (26) выполняются
при любых интенсивностях. Этот результат со-
гласуется с полученным ранее в работе [34] выво-
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дом для планарных сигналов, в которой была ис-
пользована линейная аппроксимация формулы
Келдыша в туннельном пределе. Следует отме-
тить, что при рассмотрении вопроса устойчиво-
сти мы пренебрегли смещением частоты сигнала.
Учет этого эффекта привел бы к выводу систему
из равновесия.  Однако, поскольку смещение ча-
стоты входит в систему уравнений на параметры
сигнала через высшую дисперсию  и нелиней-
ность  [34], то этой дестабилизацией на на-
чальном этапе динамики можно пренебречь. Кро-
ме того, как было показано в работах [28, 35, 36],
поглощение, вызванное ионизацией, приводит к
тому, что сигнал распространяется в режиме све-
товой пули на расстояниях порядка нескольких
миллиметров в диэлектрике.

Исследуем область интенсивностей, удовле-
творяющую условию (23), в зависимости от цен-
тральной длины волны сигнала. В качестве мате-
риала возьмем сапфир. Для сапфира (

 ) прибли-
женная зависимость показателя преломления от
длины волны в среднем инфракрасном диапазоне
может быть записана в виде [37]

(27)
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а коэффициент ДГС определятся следующей за-
висимостью

(28)

Нелинейный показатель преломления аппрокси-
мируется выражением [38]

(29)

Здесь  

  
 Подставляя (27)–(29) в (23), нахо-

дим искомую зависимость (рис. 2). Для области,
лежащей правее пунктирной линии выполняется
условие  при котором справедливо ис-
пользуемое в работе приближение медленно ме-
няющейся огибающей. Взяв 

 из (21), (22) находим оценки для па-
раметров планарного импульса: 

Выше мы получили, что условия устойчивости
планарной пули относительно возмущений ее
длительности и ширины (25), (26) выполняются
для любых интенсивностей. Это означает, что
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Рис. 1. Потенциальное поле  определяющее динамику относительной длительности  и ширины  планарной
пули (без вклада ионизации ) (а). Соответствующее поле сил, проекции, которых определяются выражениями

  (б).
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при малых отклонениях частицы из положения
равновесия (мы используем механическую ана-
логию) на нее действуют возвращающие силы,
направленные в точку равновесия   Из
анализа векторного поля (с учетом ионизации)
можно видеть (см. рис. 3), что возвращающие си-
лы уменьшаются по экспоненциальному закону
при уменьрис. 3а) возвращающие силы таковы,
что векторное поле напоминает векторное поле
для случая без ионизации (рис. 1). Таким обра-
зом, хотя формально условия устойчивости при
такой интенсивности выполнены и возвращаю-
щие силы не равны нулю, фактически небольшие
возмущения, связанные с эффектами, которыми
мы пренебрегли, быстро выбьют систему из рав-
новесия. Из анализа векторного поля можно
предположить, что квазиустойчивость планарной
пули при длине волны  можно ожидать

начиная с интенсивности 
Схожая ситуация наблюдалась при исследовании
области устойчивости трехмерных световых пуль
[39]. В отличие от планарной пули область устой-
чивости трехмерной пули ограничена и снизу по
интенсивности. Здесь мы также проводили ана-
лиз векторного поля и показали, что фактическая
область устойчивости (ввиду влияния эффектов
поглощения и слагаемых следующего порядка

ν = 1, ρ = 1.

λ = 5 мкм

= ⋅ 13 2
0 2 10 Вт см .I

малости) лежит выше нижней границы формаль-
ного окна устойчивости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено аналитическое описание распро-
странения планарных импульсов в режиме вза-
имной компенсации эффектов дифракции и
ионизационной расходимости, с одной стороны,
и самофокусировки, с другой. Баланс временной
динамики обуславливался компенсацией диспер-
сионного уширения кубической нелинейностью.
С помощью метода моментов проанализирована
динамика планарного сигнала в режиме туннель-
ной ионизации. Получены аналитические выраже-
ния для квазистаионарных длительности и ширины
планарного импульса. С помощью метода Ляпуно-
ва найдены условия квазиустойчивого распростра-
нения. Следует отметить, что учет смещения часто-
ты в красную область спектра за счет явления вы-
нужденного комбинационного саморассеяния
или в синюю, если преобладают эффекты иони-
зации, будет приводить к медленному выходу си-
стемы из баланса и возникновению осцилляций.
Кроме того, равновесие будет нарушаться и за
счет поглощения фотонов в процессе ионизации,
которым мы пренебрегли в данном исследова-
нии. Поэтому равновесие, исследованное в рабо-
те, имеет квазиустойчивый характер.

Рис. 2. Сплошная линия описывается правой частью условия (23), которое определяет верхнюю границу интенсивно-
сти для существования стационарного решения в сапфире. Область правее пунктирной линии, определяющей интен-
сивность по формуле (21) для случая  соответствует области применимости метода медленно меняющейся
огибающей 
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On the analytical description of the dynamics of planar pulses propagating 
in the tunnel ionization mode
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The problem of the planar pulse propagation in the tunnel ionization regime is considered on the basis of the
moments method. A system of equations for the signal parameters is obtained and using Lyapunov method
conditions for quasi-stable propagation are found.
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