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ВВЕДЕНИЕ
При проектировании микро- и наноэлектрон-

ных систем, работающих в условиях стационар-
ного радиационного и/или контактного теплово-
го воздействия: потоков заряженных частиц
и/или электромагнитного излучения [1, 2] одной
из важных задач является оценка степени внеш-
него воздействия на эти системы. Не менее важ-
ной является и задача оценки теплового, в т.ч. и
радиационного, воздействия на такие системы.
Поскольку экспериментальная регистрация ин-
формативных сигналов от реальных нанообъек-
тов может быть затруднена, использование мате-
матического моделирования для решения таких
задач является весьма актуальным. Ввиду того,
что значительное число структур различной при-
роды образованы планарными слоями, задача ма-
тематического моделирования и качественной
оценки одномерных процессов тепломассопере-
носа в многослойных планарных структурах, обу-
словленных воздействием различных видов ради-
ации (нейтронов, протонов, электронов, элек-
тромагнитного излучения, в т.ч. рентгеновского и
гамма-диапазонов) [1–5] и математическое опи-
сание таких процессов могут быть реализованы с
использованием единого подхода, что и является
предметом рассмотрения в настоящей работе.

Рассмотрение математических моделей и их каче-
ственная оценка проведены на примере диффу-
зии неравновесных неосновных носителей заряда
(ННЗ), генерированных в многослойных планар-
ных полупроводниковых структурах широким
внешним источником.

КАЧЕСТВЕННАЯ ОЦЕНКА МОДЕЛИ 
НЕЗАВИСИМЫХ ИСТОЧНИКОВ, 

ОПИСЫВАЮЩЕЙ ПРОЦЕСС 
ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА 

В МНОГОСЛОЙНОЙ 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ СТРУКТУРЕ

Диффузия ННЗ, генерированных в полупро-
водниковой мишени киловольтными электрона-
ми, моделируется с использованием так называе-
мой модели независимых источников, согласно
которой на диффузию генерированных электрон-
ным пучком неравновесных ННЗ из любого мик-
рообъема полупроводника не оказывают влияние
другие электроны или дырки из других микрооб-
ластей материала [6, 7]. В этом случае для одно-
мерной диффузии, реализующейся при исполь-
зовании широкого пучка первичных электронов,
сначала находится распределение ННЗ, продиф-
фундировавших из бесконечно тонкого слоя по-
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лупроводника, расположенного на определенной
глубине в объеме мишени, после чего искомое
распределение находится как суперпозиция ННЗ
от всех таких слоев мишени.

Для бесконечно тонкого планарного источни-
ка ННЗ, находящегося на глубине  
математическая модель диффузии может быть за-
писана как [7]:

(1)

с граничными условиями

(2)

Здесь  – распределение ННЗ после их
диффузии от тонкого планарного источника в од-
нородной полупроводниковой мишени,  – ко-
ордината, отсчитываемая от плоской поверхно-
сти в глубь полупроводника,  – число ННЗ,
генерированных электронным пучком в единицу
времени на глубине  до их диффузии, а    –
коэффициент диффузии, время жизни и скорость
поверхностной рекомбинации ННЗ соответ-
ственно. Для рассматриваемой математической
модели диффузии ННЗ, генерированных кило-
вольтными электронами, при проведении расче-
тов распределений ННЗ в объеме мишени для пе-
ременных и параметров модели наиболее удоб-
ным является использование микрометровой
шкалы [8–10]. Отметим также, что зависимость
от координаты концентрации ННЗ, генерирован-
ных электронным пучком в однородной полупро-
водниковой мишени в единицу времени  для
широкого электронного пучка может быть найде-
на из выражения для плотности энергии электрон-
ного пучка, выделяемой в мишени в единицу вре-
мени до начала процесса диффузии [11], делением
ее на энергию образования электронно-дырочной
пары (она приблизительно равна трем ширинам
запрещенной зоны полупроводника) [12].

Решив (1), (2), найдем искомое распределение
по глубине неравновесных ННЗ  в однород-
ной мишени как

(3)

Отметим, что данный подход может быть ис-
пользован для нахождения распределений ННЗ в
результате их диффузии как в однородных, так и в
планарных двух- [13, 14] и трехслойных [15, 16]
полупроводниковых мишенях. В принципе, ре-
шение может быть получено и для большего чис-
ла слоев многослойной полупроводниковой ми-
шени, однако это сопряжено с существенными
трудностями технического характера, и потому
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этот способ к положительному результату не при-
вел: на основании рассмотрения решений для
двух- и трехслойных структур нам не удалось най-
ти закономерность в формулах для решения диф-
ференциальных уравнений и описать алгоритм
решения задачи для произвольного числа слоев
многослойной структуры.

При наличии различных, в том числе и некон-
тролируемых, внешних воздействий на изучае-
мый полупроводник для рассматриваемой мате-
матической модели будем иметь различные
функции  и  в правой части дифферен-
циального уравнения (1) и, соответственно, два
различных его решения  и  а сле-
довательно, и различные функции  и 
Можно показать [17], что для однородной мише-
ни при выполнении условия

(4)

справедливы оценки

и

Отсюда следуют существование и единствен-
ность решения дифференциального уравнения (1) с
граничными условиями (2), корректность [18, 19]
математической модели (1)–(3), а также и много-
слойных математических моделей, которые могут
быть построены на основе модели (1)–(3).

КАЧЕСТВЕННАЯ ОЦЕНКА МОДЕЛИ, 
ОПИСЫВАЮЩЕЙ ПРОЦЕСС 

ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА В МИШЕНИ 
КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ 

С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СЛОЕВ
Для одномерной диффузии в конечный полу-

проводник вдоль оси z, перпендикулярной по-
верхности n-слойной полупроводниковой струк-
туры  распределение ННЗ по глубине
находится как решение дифференциального
уравнения [20]

(5)

с граничными условиями
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Верхний индекс в скобках указывает номер слоя.
Для многослойной структуры   – ко-
ординаты внешних границ полупроводника,

 – координаты границ раздела слоев;
   – электрофизические параметры: ко-

эффициент диффузии, диффузионная длина и
время жизни ННЗ в i-м слое соответственно, при

этом  На границах полупроводника
(при  и при ) приведенные скорости по-
верхностной рекомбинации 

 где  и  – скорости по-
верхностной рекомбинации ННЗ на поверхности
первого и n-го слоев, соответственно. Функция

 описывает распределение неравновесных
ННЗ по глубине в i-м слое после их диффузии в
полупроводнике. Функция  – зависимость
от координаты плотности ННЗ, генерированных
широким электронным пучком в i-м слое полу-
проводниковой мишени в единицу времени.

Рассмотрим диффузию ННЗ в многослойной
мишени, в которой внутри каждого слоя коэффи-
циент диффузии и время жизни ННЗ – величины
постоянные. В этом случае дифференциальное
уравнение диффузии ННЗ примет вид

Перепишем это уравнение в виде:

или

(7)

где  а

есть постоянные величины.
Тогда граничные условия можно записать в виде:

(8)
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Для нахождения решений (7) используем ме-
тод вариации произвольной постоянной. Реше-
ние будем искать в виде

где  и  – искомые функции, удовлетво-
ряющие системе уравнений

(11)

Из (11) получим  и

 откуда

Тогда

(12)

где  и  ( ) – произвольные постоянные.
Подставив функцию (12) в граничные усло-

вия (8)–(10), получим систему рекурсивных
уравнений для нахождения постоянных  и 

 При вычислении производной от функ-
ции   используя формулу дифферен-
цирования интеграла с переменным верхним
пределом, получим:

Подставив  и   последователь-
но в (8)–(10), получим:

1) из (8):

2) из (9):
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откуда

3) из (10):

Из этих соотношений следует единственность
решения задачи (7)–(10).

Как и для так называемой модели независи-
мых источников, аналогично неравенству (4) по-
ложим, что   в i-м слое справедлива
оценка

(13)

Из (12) получим

Отсюда

С учетом оценки (13) получим

Таким образом

(14)

где 
Следовательно, для рассматриваемой задачи

тепломассопереноса в многослойной мишени
имеет место существование и единственность ре-
шения дифференциального уравнения (7) с гра-
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ничными условиями (8)–(10), т.е. рассматривае-
мая математическая модель корректна.

Возвращаясь к исходным обозначениям, полу-
чим, что если

то для любого i  справедлива оценка

где 

Поскольку при моделировании вид функции в
правой части дифференциальных уравнений не
конкретизировался, полученные результаты
справедливы для любого внешнего источника:
широкого пучка заряженных частиц или широко-
го потока квантов электромагнитного излучения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе изложены результаты ка-

чественного анализа математических моделей,
описывающих процессы тепломассопереноса,
обусловленного взаимодействием широких пуч-
ков заряженных частиц или электромагнитного
излучения с многослойными планарными струк-
турами. Рассмотрение проведено на примере
диффузии неравновесных неосновных носителей
заряда, генерированных широкими пучками за-
ряженных частиц или электромагнитным излуче-
нием в многослойных планарных полубесконеч-
ных полупроводниковых мишенях и в полупро-
водниковых мишенях конечной толщины при
произвольном, но конечном, числе слоев. Полу-
чены оценки влияния изменений в условиях про-
ведения эксперимента на распределение нерав-
новесных неосновных носителей заряда в объеме
таких структур.

Исследования проведены при частичной фи-
нансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 19-03-00271),
а также РФФИ и правительства Калужской обла-
сти (проект № 18-41-400001).
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Modeling and qualitative assessment of heat and mass transfer processes due
to interaction of wide beams of charged particles or electromagnetic radiation 

with multilayer planar structures
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Some aspects of mathematical modeling and qualitative assessment of one-dimensional heat and mass trans-
fer processes in multilayer planar structures are studied. The consideration is carried out on the example of
diffusion of nonequilibrium minority charge carriers generated by wide beams of charged particles or electro-
magnetic radiation in multilayer planar semiconductor targets.
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