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Разработан метод дискретных переменных для систем с ненулевым полным угловым моментом,
позволяющий значительно сократить время решения квантовой задачи трех тел. С его использова-
нием вычислены энергии связи нескольких слабосвязанных трехатомных систем, включая He3,
He2–Li и He2–Na, проведено сравнение с результатами других авторов.

DOI: 10.31857/S0367676522110291

ВВЕДЕНИЕ
Слабосвязанные трехатомные системы пред-

ставляют особый интерес не только из-за слож-
ности их изучения и получения аккуратных фи-
зических результатов, но и из-за их связи с эф-
фектом Ефимова. Существует множество систем,
включая трехатомные молекулы, состоящие из
гелия и щелочных металлов, состояния которых
близки к состояниям Ефимова. Некоторые из та-
ких систем обладают связанными состояниями с
ненулевым полным угловым моментом несмотря
на то, что их связанные состояния с нулевым пол-
ным орбитальным моментом лежат очень близко
к порогу развала. Такие связанные состояния
изучены гораздо меньше, чем состояния с нуле-
вым угловым моментом [1].

Еще одна интересная проблема связана с воз-
можными резонансными состояниями обсуждае-
мых систем [2]. Такие состояния существенно
влияют на процессы рассеяния в рассматривае-
мых системах. Резонансные состояния обычно
ассоциируются с полюсами аналитического про-
должения резольвенты или S-матрицы, так что их
изучение требует применения методов исследо-
вания систем при комплексных энергиях. В дан-
ной работе используется метод комплексного
вращения [3].

Получение точных безмодельных результатов
о слабосвязанных состояниях и резонансах по-
добных трехчастичных систем требует использо-
вания больших вычислительных ресурсов. В слу-
чае использования проекционных методов боль-
шое время занимает вычисление интегралов,

поэтому для этих вычислений требуется макси-
мально эффективный подход. Для ускорения вы-
числений, в данной работе используется метод
представления дискретных переменных [4] на ос-
нове функций, которые специальным образом
локализованы на сетке по угловой переменной.
Используемый в данной работе метод был обоб-
щен на комплексные функции, так что его можно
применять для расчета резонансных состояний.

В данной работе вычислены энергии связи не-
скольких слабосвязанных трехатомных систем,
включая He3, He2–Li и He2–Na, с использовани-
ем вариационного подхода и метода представле-
ния дискретных переменных. Полученные ре-
зультаты сравниваются с результатами других ав-
торов.

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ТРЕХЧАСТИЧНОЙ 
ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ

Квантово-механическая система описывается
оператором Гамильтона. Собственные волновые
функции Гамильтониана зависят от межчастич-
ных координат системы. В случае трехчастичных
систем можно ограничиться сравнительно не-
большим набором координат, используя коорди-
наты Якоби (рис. 1). Введем векторы   – при-
веденные координаты Якоби в R3 для частицы α.
Объединим данные векторы в шестимерный век-
тор  Гамильтониан H системы с отде-
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ленным движением центром масс определяется
выражением:

(1)

Используем разложение волновой функции
 по D-функциям Вигнера [5]:

(2)

Здесь  – углы Эйлера,  – модули ко-
ординат Якоби, а  – угол между ними. Исполь-
зуя данное разложение, можно записать уравне-
ние Шрёдингера для ненулевого орбитального
момента J и его проекции M:

(3)

В таком представлении диагональные компо-
ненты гамильтониана  задаются формулой

[6]  где

(4)

Внедиагональные компоненты гамильтониана:

(5)

Каждый блок матричного Гамильтониана дей-
ствует на компоненту блочного вектора волно-
вой функции, отвечающую проекции  По-
тенциал  в (1) – сумма парных
потенциалов, каждый из которых зависит толь-
ко от расстояния между частицами, и

 [7].
Далее, трехмерное конфигурационное про-

странство было разделено на набор прямоуголь-
ных параллелепипедов (метод конечных элемен-
тов). В каждом элементе выбран набор линейно
независимых полиномиальных базисных функ-
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ций. Волновая функция разложена по данным ба-
зисным функциям. В случае угловой координаты
разложение было произведено по ортогональным
полиномам. Таким образом осуществляется пе-
реход от уравнения Шрёдингера к задаче на на-
хождение собственных чисел.

Для вычисления матричных элементов га-
мильтониана при таком разложении необходимо
вычислять интегралы по трем переменным. Для
ускорения вычислений по угловой переменной
был использован метод представления дискрет-
ных переменных.

МЕТОД ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ДИСКРЕТНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Интеграл на отрезке [–1; 1] может быть ап-
проксимирован при помощи квадратурной фор-
мулы Гаусса [8]:

(6)

где ρ(z) – весовая функция, z1, …, zn – нули поли-
нома Pn(z). DVR-функции ϕi(z) и их производные

 построены при помощи ортогональных по-
линомов Pn(z) и соответствующей квадратурной
формулы Гаусса [9].

(7)

Для вычисления матричных элементов опера-
тора кинетической энергии необходимо опреде-
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Рис. 1. Координаты Якоби для системы трех тел.
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лить производные  Раскладывая Pn(z) в ряд
Тейлора в точках zi и подставляя в выражение (5),
получаем [7]:

(8)

Свойства DVR-функции позволяют упростить
вычисления потенциальной энергии:

(9)

Перепишем оператор кинетической энергии
для координаты z = cosθ и применим для нее ме-
тод DVR:

(10)

Для диагональных и внедиагональных частей,
содержащих угловую переменную:

(11)
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РЕЗУЛЬТАТЫ
С использованием метода представления дис-

кретных переменных, в данном разделе получены
и представлены энергии связи нескольких си-
стем, состоящих из атомов гелия, лития и натрия.
Благодаря применению данного метода время
вычислений значительно сократилось без потери
точности.

Для тримера гелия были получены энергии
связи и оценено время вычислений. Соответству-
ющие результаты приведены в табл. 1. Макси-
мально точное полученное значение равно E =
= ‒0.08246 cм–1 = –0.11792 К. Полученные ре-
зультаты согласуются с результатами других авто-
ров, представленными в работах [10, 11]. В то же
время, благодаря использованию метода дискрет-
ных переменных, удалось сократить время вы-
числений почти в 17 раз.

DVR-метод был также разработан для постро-
ения функций, основанных на полиномах Якоби

 [12]. Преимущество данного подхода за-
ключается в возможности выбора параметров та-
ким образом, что весовая функция в квадратур-
ной формуле Гаусса сглаживает особенности по-
тенциала. Данный подход также был применен для
определения энергий связи тримера гелия [7]. Ре-
зультаты представлены в табл. 2. При α = β = –0.5
(полиномы Чебышева первого рода) получаем
наиболее точный результат: –0.08372 cм–1.

Были вычислены энергии связи для систем,
состоящих из изотопов лития и двух атомов гелия
[12]. В табл. 3 приведены полученные значения в
сравнении с результатами других авторов. Заме-
тим, что лучше всего энергии согласуются со зна-
чениями, представленными в работе [1]. Для по-
тенциалов TTY + KTTY [13] и LM2M2 + KTTY
[14] наши энергии связи значительно больше.
Поскольку наши результаты имеют вариацион-
ный характер, мы полагаем, что они ближе к точ-
ным значениям.

( ))β(α,
nP z

Таблица 1. Энергии связи He3, относительные погрешности и время интегрирования при различном количестве
функций в разложении

n 10 20 30 40

Разложение по полиномам Лежандра
E, см–1 –3.13 · 10–3 –7.05 · 10–2 –7.99 · 10–2 –8.18 · 10–2

δE 9.62 · 10–1 1.42 · 10–1 2.80 · 10–2 5.34 · 10–3

t, c 12.3 84.4 277.9 662.9
Метод представления дискретных переменных

E, см–1 –1.29 · 10–2 –9.72 · 10–2 –8.35 · 10–2 –8.26 · 10–2

δE 5.69 · 10–1 1.81 · 10–1 1.59 · 10–2 4.21 · 10–3

t, c 2.4 9.5 21.6 40.0
Коэффициент ускорения

5.1 8.9 12.9 16.6
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Было проведено исследование системы Na–
He2. Были получены энергии связи данной систе-
мы, проведено сравнение эффективности DVR-
метода и стандартного метода разложения реше-
ния по полиномам Лежандра. Результаты приве-
дены в табл. 4. Как и в случае с тримером гелия,
разработанный нами алгоритм позволяет значи-
тельно сократить время вычислений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Применение метода представления дискрет-

ных переменных позволяет сократить время ра-
боты программы при расчете энергий связи для
слабосвязанных систем трех частиц без потери
точности в численных результатах.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных

исследований (проект № 19-32-90148). Расчеты
выполнены в Вычислительном центре СПбГУ.
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Theoretical study of weakly-bound triatomic systems
using discrete variable representation method
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The method of discrete variables for systems with nonzero total angular momentum has been developed,
which allows one to significantly reduce the time for solving the quantum three-body problem. The binding
energies of several weakly coupled triatomic systems, including He3, He2–Li, and He2–Na, have been cal-
culated using this method, and a comparison with the results of other authors has been made.
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