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В слоистых средах решение уравнений Максвелла испытывает разрыв производной или самой
функции на границах раздела сред. Впервые предложены конечно-разностные схемы, обеспечива-
ющие сходимость разрывных решений. Это бикомпактные консервативные схемы. Они являются
двухточечными, и границы слоев принимаются в качестве узлов сетки. Предложен принципиально
новый способ учета дисперсии среды. Данные подходы обеспечивают второй порядок точности да-
же в случае разрывных решений.
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ВВЕДЕНИЕ
В последние годы активно исследуются много-

слойные метапленки и фотонные кристаллы. Эти
структуры представляют значительный интерес
из-за новых физических явлений, присутствую-
щих в их оптическом отклике (см., например,
[1‒3]). Предполагается использовать такие
структуры в качестве элементной базы для
устройств интегральной фотоники (см. напри-
мер, [4–7]). В них временной масштаб оптиче-
ского отклика составляет десятки фемтосекунд.
Любой натурный эксперимент предваряется
численным моделированием. Для этого требу-
ются высоконадежные и эффективные числен-
ные методы.

Многие подходы (например, матричные мето-
ды, методы конечных элементов, методы дискрет-
ных источников) дают хорошие результаты для до-
статочно узких классов задач. Наиболее универ-
сальны разностные методы. Для них закрепилось
общее название Finite-Difference Time Domain
(FDTD) method [8]. Практически все они сводятся
к схеме типа “крест” [9], в которой электрическое
и магнитное поля относятся к целым и полуце-
лым пространственным узлам и временным сло-
ям. Методам FDTD посвящено более 2000 работ,
но принципиальные трудности этих методов не
устранены.

Во-первых, в реальных задачах всегда присут-
ствуют границы раздела, на которых поля испы-

тывают слабый либо сильный разрыв. Схема
“крест” в этом случае включает разностное диф-
ференцирование через границу раздела. Поэтому
точность катастрофически падает, а сходимость
может вовсе отсутствовать. На практике разрыв
показателя преломления сглаживают. Однако это
сильно ослабляет расчетное отражение.

Во-вторых, показатель преломления актуаль-
ных материалов (Si, Ge и др.) зависит от частоты
сложным образом. Схемы типа FDTD позволяют
учитывать только простейшие модельные законы
дисперсии (полиномиальный, модель Лоренца и
некоторые другие) [10]. Реальные законы диспер-
сии приближенно описывают комбинацией мо-
дельных законов. Это также вносит существен-
ную погрешность [11].

В данной работе предложена новая полностью
консервативная разностная схема для системы
одномерных уравнений Максвелла. Она основа-
на на принципе бикомпактности [12, 13]. Шаблон
схемы содержит только два соседних простран-
ственных узла, а границы раздела сред располага-
ются в узлах сетки. При этом схема явно включает
условия сопряжения во всех пространственных
узлах. Поэтому она реализует законы сохранения
для сеточных функций сетки. Предложенная схе-
ма обеспечивает второй порядок точности даже
для разрывных решений. Такие схемы для урав-
нений Максвелла ранее не были известны.
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Для нестационарных задач предложен прин-
ципиально новый метод спектрального разложе-
ния, позволяющий учитывать дисперсию матери-
ала. Закон дисперсии может быть произвольным
(в том числе заданным таблично). Этот подход
имеет простую физическую интерпретацию и
строгое математическое обоснование. Он приме-
ним для других линейных гиперболических задач
в дисперсионных средах.

Для верификации предложенных методов про-
ведены расчеты задачи о нормальном падении
плоской волны на одномерный фотонный кри-
сталл. Предложена специальная процедура, на-
званная методом виртуального эксперимента, ко-
торая позволяет учитывать неидеальность изготов-
ления образца (т.е. флуктуации толщин слоев).
Этот фактор существенно влияет на интерферен-
цию отраженных волн внутри фотонного кристал-
ла. Рассчитан спектр прохождения через фотонный
кристалл, и проведено его сравнение с ранее изме-
ренным. Эти спектры хорошо согласуются в преде-
лах экспериментальных погрешностей 2–5%.

КОНСЕРВАТИВНОСТЬ

Уравнения математической физики выводятся
из интегральных соотношений (уравнений ба-
ланса), выражающих законы сохранения для ма-
лого объема. Разностная схема должна отражать
основные свойства сплошной среды. Важнейшим
свойством является выполнение разностных ана-
логов основных законов сохранения. Такие схе-
мы называются консервативными [14–17]. При
этом уравнение баланса для всей расчетной обла-
сти должно быть алгебраическим следствием ба-
лансов в отдельных ячейках. Для построения кон-
сервативных схем в [14–16] предложен интегро-
интерполяционный метод.

В сложных задачах может быть несколько за-
конов сохранения. Примером такой является га-
зодинамика: одновременно должны выполняться
законы сохранения массы, импульса и энергии.
Схемы, выражающие все нужные законы сохра-
нения, называются полностью консервативны-
ми. Для задач электродинамики исходными фи-
зическими законами сохранения являются инте-
гральные уравнения Максвелла. Напомним, что
эти законы выражают сохранение а) потока элек-
трической индукции через замкнутую поверх-
ность (закон Гаусса); б) потока магнитной индук-
ции через замкнутую поверхность (закон Гаусса
для магнитного поля); в) потока магнитной ин-
дукции через незамкнутую поверхность, натяну-
тую на контур с током (закон Фарадея); г) потока
электрической индукции через незамкнутую по-
верхность, натянутую на замкнутый контур, по
которому вычисляется циркуляция напряженно-
сти магнитного поля (теорема о циркуляции).

Дифференциальные формы основных уравне-
ний применимы только если решение является
достаточно гладким. Если же решение имеет раз-
рыв или излом, то в точке разрыва дифференци-
альное уравнение неприменимо. В этом случае
записывают интегральные уравнения баланса для
малого объема, захватывающего области по обе
стороны от разрыва. Далее этот объем стягивают
в точку, совпадающую с разрывом. Это дает усло-
вия на разрыве. Например, в газодинамике тако-
выми являются условия Гюгонио, определяющие
скачок температуры и давления в ударной волне.

В электродинамике применение интегральных
уравнений Максвелла к указанному объему дает
известные условия сопряжения полей на границе
раздела сред. Эти условия являются прямым след-
ствием исходных уравнений баланса. Тем самым,
чтобы схема для расчета электродинамики слои-
стых сред была полностью консервативной, она
обязательно должна учитывать не только уравне-
ния Максвелла внутри слоев, но и условия сопря-
жения на границах раздела. В противном случае
возникает сеточный дисбаланс, который влияет
на решение во всей области.

Например, в схеме Йе метода конечных разно-
стей во временной области (FDTD) это приводит
к появлению нефизичных осцилляций и резкому
падению точности (порядок точности ухудшается
до первого) [18]. Для этой схемы доказано, что для
однородной среды из разностных роторных урав-
нений следует разностный аналог дивергентных
[8]. Однако эта схема не учитывает физически кор-
ректных условий сопряжения на границах раздела.
Поэтому она неконсервативна согласно указанно-
му выше определению по Тихонову-Самарскому.
То же относится и к другим конечно-разностным и
конечно-элементным методам, не учитывающим
условия сопряжения.

СТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА

Рассмотрим распространение плоской элек-
тромагнитной волны частоты  перпендикуляр-
но набору из  плоско-параллельных диэлектри-
ческих пластин общей толщиной a. Обозначим
координаты границ слоев через 
Пусть объемные и поверхностные токи зависят от
времени как 

Направим ось  перпендикулярно пластинам.
Тогда электрическое поле  направлено по оси x,
магнитное поле  – по оси , волновой вектор  –
по оси z. Здесь  где  – скорость света.
Диэлектрическая проницаемость  магнитная
восприимчивость  проводимость  объемная
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плотность токов  q-й пластины, поверхностная
плотность токов  на q-й границе не зависят от x
и y. Вектора  и  направлены по оси x. Ампли-
туды полей зависят только от z. Такая задача
описывается системой интегральных уравнений
Максвелла

(1)

Здесь  – произвольная поверхность, ограничен-
ная контуром Γ. Используется система единиц
СГС. На внешних границах поставим условия из-
лучения

(2)

Здесь   – заданные амплитуды волн, падаю-
щих справа и слева. На границах слоев поставим
условия сопряжения

(3)

Введем специальную сетку  
 у которой границы слоев явля-

ются узлами. Составим линейную интерполяцию
сеточных значений полей между узлами

(4)

Здесь     – коэффициенты интерпо-
ляции. Подставим интерполяцию (4) в задачу (1).
При этом интегралы в (1) вычисляются по форму-
ле трапеций, условия сопряжения аппроксими-
руются точно, а производные   вы-
разим из дифференциального уравнения Макс-
велла  записанного в узлах  и

 соответственно. Это дает систему разностную
схему для стационарной задачи

(5)

Здесь  Схема (5) является прин-
ципиально новой. Шаблон схемы включает толь-
ко один шаг по пространству, т.е. схема является
бикомпактной. Поэтому при выборе специаль-
ных сеток не возникает дифференцирования че-
рез границу раздела. Справедлива

Теорема 1. Разностная схема (5) на специальных
сетках сходится со вторым порядком точности.

Доказательство. Согласно классическим тео-
ремам теории разностных схем [16], из аппрокси-
мации и устойчивости схемы следует ее сходи-
мость.

Обоснуем аппроксимацию схемы (5). Пусть
внутри q-й пластины величины    имеют вто-
рые непрерывные производные по координате.
Тогда решение может иметь разрывы только на
границах раздела, и внутри пластин имеет третью
непрерывную производную. Поэтому на специ-
альных сетках линейная интереполяция (4) ап-
проксимирует решение с точностью  Тем
самым, разностная схема (5) имеет 2-й порядок
аппроксимации.

Обоснуем устойчивость схемы (5). Пусть волна
заданной амплитуды распространяется в однород-
ной среде (для определенности, в сторону увеличе-
ния ), и в узле  ее электрическое поле равно 
Можно показать, что в узле  элек-
трическое поле равно

(6)

Для реальных физических сред, у которых
  выполняется

(7)

Если волна распространяется в слоистой среде, и
в соседнем интервале  материальные пара-
метры отличаются от таковых в интервале 
то неравенство (7) тем более выполняется из-за ча-
стичного отражения волны от границы раздела
сред. Аналогично можно показать, что для волны,
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распространяющейся в сторону уменьшения z,
имеют место неравенства

(8)

Граничные условия, объемные и поверхностные
токи являются источниками волн, распространя-
ющихся в обоих направлениях оси z. Из (7) и (8)
следует, что амплитуда этих волн не нарастает по
мере удаления от источника. Соответственно, не
будут нарастать и малые ошибки  внесенные в гра-
ничные условия, объемные и поверхностные токи.
В силу линейности задачи справедлива оценка

(9)

где  есть мажорирующая постоянная, не завися-
щая от шага сетки. Отсюда следует устойчивость
схемы по граничным условиям и правым частям.
Теорема доказана.

Для схемы (5) применим метод сгущения сеток
и оценки точности по методу Ричардсона [19–21].
В литературе предлагались различные методы ло-
кального сгущения и построения адаптивных се-
ток [22–24]. Однако эти подходы не дают оценок
фактической точности. Напротив, глобальное
сгущение сетки в методе Ричардсона дает апосте-
риорную асимптотически точное значение по-
грешности. Этот подход является строго обосно-
ванным [25].

Схема фактически построена интегро-интерпо-
ляционным методом. Поэтому для сред с непре-
рывно изменяющимися свойствами консерватив-
ность схемы следует из аддитивности интегралов.
При наличии границ раздела консервативность
обеспечивается явным учетом условий сопряже-
ния. Таким образом, схема является полностью
консервативной в смысле определения Тихоно-
ва–Самарского. Величины, сохраняемые схемой,
перечислены выше.

Бикомпактность и полная консервативность
обеспечивают сходимость численного решения к
точному даже если последнее имеет сильные или
слабые разрывы. Ранее известные схемы не обла-
дали такими свойствами.

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА
В постановке (1)–(3) заменим множитель

 на производную  Объемные  и по-
верхностные  токи могут произвольно за-
висеть от времени. Слева и справа на рассеива-
тель падают волновые пакеты 

 с несущей частотой  и

заданными огибающими 
При распространении волнового пакета в ли-

нейной диспергирующей среде для каждой гар-
моники реализуются свои    Выполним чис-

+ +≥ ≥1 1, .n n n nE E H H

δ,

δ δ ≤ δ, ,E H C

C

− ω( )i ∂ .t ( , )qJ z t
( , )qj z t

− ω0( )exp( ),E t i t
+ − ω −( )exp( )aE t a c i t ika ω

0, .aE

ε, μ, σ.

ленно преобразование Фурье падающих волновых
пакетов, объемных и поверхностных токов по фор-
муле трапеций, используя всюду одинаковые сетки
по времени и наборы частот  
Для каждой частоты получим свои амплитуды
компонент падающих волновых пакетов  и
источников поля  

Решим описанным выше методом набор ста-
ционарных задач, каждая из которых соответ-
ствует своей частоте  Полученные амплитуды
просуммируем по всем частотам  Это и даст
решение нестационарной задачи  
Это принципиально новый подход. Он был на-
зван методом спектрального разложения. Имеет
место

Теорема 2. Схема метода спектрального разло-
жения сходится со вторым порядком точности.

Доказательство. Если функции    име-
ют вторые непрерывные производные, то форму-
ла трапеций обеспечивает 2-й порядок аппрокси-
мации для прямого и обратного преобразований
Фурье.

Обоснуем устойчивость метода. Заметим, что в
реальных задачах падающие импульсы и токи яв-
ляются локализованными функциями времени.
Длину промежутка времени, на котором они от-
личны от нуля, обозначим через T. Фурье-образы
этих функций также являются локализованными.
Интервал частот, на котором они отличны от ну-
ля, обозначим через 

Пусть в одну из функций    внесена ма-
лая ошибка  Тогда ошибка соответствующего фу-
рье-образа не превосходит 
Последняя величина есть ошибка входных дан-
ных каждой из стационарных задач. Из (9) сле-
дует, что соответствующие погрешности реше-
ний стационарных задач не превосходят 

 Тогда итоговая погреш-
ность решения нестационарной задачи не пре-
восходит  Поэтому
метод устойчив относительно малых возмущений
входных данных. По классическим теоремам, от-
сюда следует сходимость схемы метода спектраль-
ного разложения. Теорема доказана.

Для предлагаемого метода применимы оценки
погрешности по методу Ричардсона и экстрапо-
ляционное уточнение. Заметим, что сетки по z, t,

 должны сгущаться одновременно и в одинако-
вое число раз.

Несмотря на свою простоту, метод спектраль-
ного разложения является принципиально но-
вым. Он позволяет учитывать произвольный за-
кон дисперсии (в том числе заданный в виде таб-

ω{ },m +ω − ω Δω1 = .m m m

0,a
mE

( ) ,q mJ ( ) .q mj

ω .m

ω .m
( , ),E z t ( , ).H z t

0, ,aE ,qJ qj

Ω.
0, ,aE ,qJ qj

δ.
−

ωδ ≤ π δ1 2(2 ) max .T

ωδ ,E
−

ωδ ≤ π δ1 2(2 ) max .H C T

−δ δ ≤ π Ω δ1, (2 ) max .E H C T

ω
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лицы). Этот подход рекомендуется в качестве
общего метода построения разностных схем для
гиперболических задач в линейной дисперсион-
ной среде.

АПРОБАЦИЯ МЕТОДА
Фотонный кристалл

Наиболее представительной проверкой любо-
го численного метода является расчет реальной
задачи и сравнение с результатами эксперимента.
В качестве примера рассмотрим распространение
излучения через одномерный фотонный кри-
сталл (ФК) при нормальном падении.

Пусть ФК состоит из 7 пар слоев (SiO2 – 160 нм,
Ta2O5 – 112 нм). Поверх последнего слоя Ta2O5 на-
несен слой SiO2 толщиной 260 нм (см. рис. 1) [26].
ФК находится в воздухе. Зависимость диэлектри-
ческих проницаемостей этих материалов от длины
волны, предоставленная производителем [27], по-
казана на рис. 2. Для этого ФК производитель
предоставил экспериментально измеренные спек-
тры пропускания при нормальном падении [27]
(см. рис. 3).

Виртуальный эксперимент

Изготовление оптических наноструктур – слож-
ный технологический процесс. Из-за этого геомет-
рические параметры рассеивателя (например, тол-
щины слоев ФК) могут флуктуировать. Эти флукту-
ации составляют несколько процентов от размера
рассеивателя. Они вносят существенные искаже-
ния в электромагнитный отклик конструкции. На-

пример, колебания толщины слоя ФК влияют на
интерференцию отраженных волн внутри ФК. Это
приводит к размытию резких минимумов и макси-
мумов в спектрах отражения и пропускания. Фи-
зическая природа этого фактора известна [28],
однако универсальная процедура расчета не раз-
работана.

Мы используем метод виртуального экспери-
мента [29]. Пусть один из параметров задачи  из-A

Рис. 1. Фотонный кристалл. Зависимость  при длине
волны  нм от координаты z. Вертикальные ли-
нии – границы слоев.
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Рис. 2. Зависимость материальных параметров от
длины волны. Пунктирная линия –  для SiO2,
сплошная линия –  для Ta2O5, пунктирная линия –

 для Ta2O5.
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Рис. 3. Спектр прохождения ФК. Жирная линия –
эксперимент [27]. Тонкая линия – расчет. Пунктир-
ные линии – границы доверительного интервала, по-
лученные методом виртуального эксперимента (двум
стандартным отклонениям).
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вестен с ошибкой σA. Будем считать этот параметр
нормально распределенной случайной величиной
с математическим ожиданием  и стандартным от-
клонением  Электромагнитный отклик структу-
ры является функцией этой случайной величины.
Поэтому результаты расчета необходимо усреднить
по распределению значения A. Одновременно
можно найти доверительный интервал, т.е. оцен-
ку погрешности, вносимую погрешностью зада-
ния величины A.

В случае неидеального ФК  – это вектор, со-
держащий толщины всех слоев. Функция распре-
деления этого вектора есть произведение соответ-
ствующего числа одномерных гауссовых распре-
делений. В задачах нанофотоники этот подход
ранее не использовался.

Результаты моделирования
На рис. 3 показан рассчитанный спектр про-

хождения через рассматриваемый ФК при нор-
мальном падении. В расчетах учитывались коле-
бания толщины с типичным значением ±4.5 нм
для всех слоев ФК. Это согласуется с известными
оценками, полученными с помощью эллипсомет-
рии. Для расчетной кривой представлен довери-
тельный интервал, то есть оценка погрешности
из-за неточности задания толщин слоев. Эта
оценка была получена с помощью виртуального
эксперимента и соответствует двум стандартным
отклонениям.

Заметим, что данный расчет проверяет метод
виртуального эксперимента и стационарную би-
компактную схему для каждой частоты. В этом
случае также применимы матричные методы. Од-
нако конечно-разностные методы более универ-
сальны и, в отличие от матричных методов, могут
быть обобщены на многомерный случай. Такое
обобщение выходит за рамки настоящей работы.

Видно, что спектр, рассчитанный по биком-
пактной схеме и методу виртуального экспери-
мента, согласуется с экспериментальным спек-
тром в пределах 2–5% в широком диапазоне длин
волн 500–1200 нм. Это соответствует точности са-
мого эксперимента. Также видно, что ширина до-
верительного интервала по методу виртуального
эксперимента сопоставима с расхождением рас-
четного и экспериментального спектров. Поэто-
му флуктуации толщин слоев ФК являются важ-
ным фактором, и их необходимо учитывать в
расчетах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенные методы обеспечивают высо-

кую количественную точность расчета реальных
нестационарных задач фотоники. Это особенно
важно при численных исследованиях сложных

A
σ .A

A

эффектов, таких как долгоживущие связанные
состояния (поверхностные волны различных ти-
пов), а также при разработке новых устройств
интегральной фотоники.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (проект № 20-71-00097).
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In layered media, solution of Maxwell’s equations encounters discontinuity of its derivative or the function
itself at media interfaces. For the first time, finite-difference schemes providing convergence for discontinu-
ous solutions is proposed. These are bicompact conservative schemes. They are two-point and layer bound-
aries are taken as mesh nodes. We propose essentially new technique to account for medium dispersion. All
these features provide the second order of accuracy on discontinuous solutions.
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