
ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ, 2022, том 86, № 2, с. 282–286

282

ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЗМОЖНОСТИ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
МУЛЬТИСТАБИЛЬНОСТИ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ

ОБОБЩЕННОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ ПРИ ПОМОЩИ РАСЧЕТА 
ЛОКАЛЬНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА
© 2022 г.   Е. В. Евстифеев1, 2 *, О. И. Москаленко1, 2

1Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования 
“Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени Н.Г. Чернышевского”, 

Саратов, Россия
2Региональный научно-образовательный математический центр “Математика технологий будущего”,

Саратов, Россия
*E-mail: evstifeevev@mail.ru

Поступила в редакцию 01.10.2021 г.
После доработки 11.10.2021 г.

Принята к публикации 22.10.2021 г.

Исследована возможность существования мультистабильности вблизи границы обобщенной син-
хронизации при помощи метода расчета локальных показателей Ляпунова. На примере большого
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ВВЕДЕНИЕ
На данный момент широкое внимание иссле-

дователей привлекает обобщенная синхрониза-
ция – хаотическое явление радиофизики [1, 2], ха-
рактеризующееся связью между состояниями вза-
имодействующих систем (генераторов) в форме
функционального соотношения (в общем виде –
функционала) [2, 3]. Данное нелинейное явление
может возникать не только при однонаправлен-
ной, но и при взаимной связи и имеет широкую
область применения, например, в медицине [4],
при скрытой передаче информации [5] и т.д. При
небольшом отклонении параметра связи от кри-
тического значения вместо полного отсутствия
обобщенной синхронизации наблюдается пере-
межающееся поведение, характеризующееся че-
редованием временных интервалов синхронной и
асинхронной динамики [6].

В ходе проведения исследований обнаружена
мультистабильность в поведении однонаправ-
ленно связанных хаотических систем вблизи
границы обобщенной синхронизации. Данное
явление наблюдается при взаимодействии боль-
шого количества связанных систем, стартующих
с различных начальных условий, когда при
определенных значениях параметра связи в один
и тот же момент времени часть систем демон-

стрирует синхронную динамику, в то время как
другая часть систем находится в асинхронном
режиме.

Вопрос о существовании мультистабильности
в случае взаимной связи до сих пор остается от-
крытым. При исследовании связанных хаотиче-
ских систем при помощи метода локальных ляпу-
новских показателей [7] было обнаружено явле-
ние перемежаемости на границе обобщенной
синхронизации не только в случае однонаправлен-
ной, но и в случае взаимной связи, что позволяет
предположить возможность существования муль-
тистабильности также и в последнем случае. В свя-
зи с этим, в данной работе исследуется возмож-
ность существования мультистабильности в случае
как однонаправленной, так и взаимной связи.

ИССЛЕДОВАНИЕ 
ВОЗМОЖНОСТИ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

МУЛЬТИСТАБИЛЬНОСТИ
ПРИ ПОМОЩИ ЛОКАЛЬНЫХ 

ЛЯПУНОВСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ

В качестве примеров были рассмотрены N пар
систем однонаправленно и взаимно связанных ха-
отических осцилляторов Ресслера, описываемых
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следующей системой дифференциальных уравне-
ний [2, 5, 8]:

(1)

где i = 1, 2, …, N – индекс пары систем, a = 0.15,
b = 0.2, c = 10.0,   – управляю-
щие параметры,  – производные по безраз-
мерному времени. Нижние индексы соответству-
ют номеру системы относительно отдельно взя-
той пары. Параметры связи   в случае
однонаправленной связи, и  – в случае
взаимной. Управляющие параметры были заданы
таким образом, чтобы после переходного процес-
са при любых начальных условиях всегда наблю-
дался режим перемежающейся обобщенной син-
хронизации.

Данная система решалась численно при помо-
щи метода Рунге–Кутта 4 порядка с шагом инте-
грирования 0.001. Начальные условия систем под
индексом 1 (в случае однонаправленной связи –
ведущих систем) оставались неизменными. Во
всех остальных случаях начальные условия были
заданы таким образом, чтобы добиться макси-
мального покрытия аттракторов. Во избежание
“ловушки численного счета” в управляющий па-
раметр  добавлялась слабая расстройка (поряд-
ка 10–8) с равномерной плотностью распределе-
ния вероятности.

Существуют различные методы, доступные
для анализа мультистабильности. Наиболее часто
применяется метод вспомогательной системы [9] в
связи с его простотой реализации и высокой точно-
стью в случае однонаправленной связи. К сожале-
нию, данный подход оказывается неприменим в
случае взаимной связи [10]. В связи с этим, в данной
работе для анализа использовался метод расчета ло-
кальных ляпуновских показателей [11, 12]. Ранее
этот подход уже использовался нами для исследова-
ния характеристик перемежающейся обобщенной
синхронизации в двух однонаправленно и взаимно
связанных системах [7].

В качестве меры мультистабильности рассмат-
ривалась вероятность детектирования асинхрон-
ного (в смысле режима обобщенной синхрониза-
ции) участка временной динамики по формуле:

(2)

где M  1 – число осцилляторов, участвующих в
рассмотрении,  – второй по старшинству ляпу-
новский показатель,  – количество систем,
находящихся в синхронизме с i-м осциллятором. В
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данном случае, под синхронизмом подразумевает-
ся выполнение условия  где Δ = 0.005 – на-
перед заданная положительная константа [6].
Стоит отметить, что данная величина может быть
задана произвольно, однако она должна быть до-
статочно малой, чтобы выполнялось условие син-
хронизма, но не слишком малой, чтобы исключить
влияние флуктуаций второго локального показа-
теля Ляпунова.

Стоит отметить, что желательно рассматривать
достаточно большое количество пар (порядка
1000), т. к. в таком случае исключается ошибка, ес-
ли системы рассматриваются при различных на-
чальных условиях, равномерно покрывающих ат-
тракторы систем. Однако, после покрытия аттрак-
тора начальными условиями приблизительно на
99.99% дальнейшее увеличение числа систем не
приведет к значительному улучшению точности.

Сначала была определена зависимость спектра
ляпуновских показателей от параметра связи (см.
рис. 1). Как видно из рис. 1, при определенном
критическом значении параметра связи второй
по старшинству ляпуновский показатель обраща-
ется в ноль. Данный момент и соответствует уста-
новлению режима обобщенной синхронизации.
Стоит также отметить, что в случае взаимной свя-
зи наблюдается множество окон периодичности
(например, при  
и т.д.), характеризующихся нулевым значением
старшего показателя Ляпунова.

Важно отметить, что оценка порога возникно-
вения обобщенной синхронизации при помощи
спектра ляпуновских показателей оказывается не-
много заниженной. На практике, перемежающая-

<2Λ Δ,i

[ ]∈ε 0.03;0.036 , [ ]∈ε 0.044;0.048

Рис. 1. Зависимость четырех старших ляпуновских
показателей от параметра связи ε в случае однона-
правленной (а) и взаимной (б) связи. Стрелки указы-
вают на критические значения параметра связи, соот-
ветствующие установлению режима обобщенной
синхронизации (  и  в случае одно-
направленной и взаимной связи, соответственно).
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ся динамика наблюдается при значениях парамет-
ра связи немного больше критического (  в
случае однонаправленной связи и  в случае
взаимной связи). Причиной этого является то, что
спектр отражает динамику, усредненную по вре-
мени, и не учитывает кратковременные асин-
хронные колебания.

Далее, для иллюстрации явления мультиста-
бильности при помощи метода локальных ляпу-
новских показателей были получены бассейны
притяжения аттрактора второй системы (1) (см.
рис. 2) в случае однонаправленной (при ε = 0.17) и
взаимной (при ε = 0.095) связи.

Для расчета бассейнов притяжения моделиро-
валась одна пара систем при фиксированных зна-
чениях параметра связи при определенном значе-
нии безразмерного времени t, при фиксированных
начальных условиях первой системы и начальной
координаты  второй системы. Из рис. 2 видно,
что вблизи границы синхронного режима действи-
тельно наблюдается мультистабильность не только
при однонаправленной связи, но и при взаимной.

В ходе работы была получена численная оцен-
ка зависимости вероятности наблюдения асин-
хронного поведения от параметра связи, усред-
ненная по 1000 рассматриваемых пар связанных
систем (см. рис. 3).

Рисунок 3 подтверждает существование муль-
тистабильности при однонаправленной, и взаим-
ной связи. Все системы находятся в синхронизме
при  и  соответственно для слу-
чая однонаправленной и случая взаимной связи.
Также стоит отметить, что на втором графике
имеются области периодичности в тех же диапа-

<ε 0.19
<ε 0.11

2z

ε = 0.19c ε = 0.11c

зонах, что и на зависимости спектра ляпуновских
показателей от параметра связи.

Для подтверждения корректности полученных
результатов была определена аналогичная харак-
теристика в случае однонаправленной связи при
помощи модификации метода вспомогательной
системы [9] (см. рис. 3в). Данный метод заключа-
ется в том, что к каждой паре связанных систем
вводится дополнительная (вспомогательная) си-
стема, описываемая уравнениями ведомой систе-
мы, но имеющая иные начальные условия, лежа-
щие в том же бассейне притяжения. Тогда, син-
хронизм будет проявляться при эквивалентности
состояний ведомой и вспомогательной систем.

В данном случае вероятность детектирования
асинхронных участков временной динамики опре-
делялась по формуле, аналогичной формуле (2):

(3)

где  (ин-
декс 2a соответствует вспомогательной систе-
ме). Условием выполнения синхронизма являет-
ся  

При сопоставлении результатов, полученных
обоими методами, наблюдаются небольшие рас-
хождения. Причиной их появления могло послу-
жить то, что распределение N( ) по вероятности
наблюдения асинхронной временной динамики
различается в зависимости от используемого ме-
тода (см. рис. 4). Распределение рассчитывалось
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Рис. 2. Бассейны притяжения аттрактора второй системы Ресслера в случае однонаправленной (а) и взаимной (б) свя-
зи при значениях параметра связи  и  соответственно, в моменты времени  и  со-
ответственно. Темным цветом отмечены начальные условия, при которых наблюдается режим обобщенной синхро-
низации; светлым – асинхронный режим; белым – вылет траектории на бесконечность.
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Рис. 3. Зависимость усредненной по времени вероятности наблюдения асинхронного поведения  от параметра связи
 в случае однонаправленной (а, в) и взаимной (б) связи, полученная при помощи расчета локальных ляпуновских по-

казателей (а, б) и метода вспомогательной системы (в).
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Рис. 4. Распределения вероятности наблюдения асинхронного поведения  при значениях параметра связи
 соответственно, в случае однонаправленной связи. Результаты, полученные с использованием

метода вспомогательной системы, отмечены квадратами; окружности соответствуют методу локальных ляпуновских
показателей.
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для временной зависимости Pa(t) в течение всего
времени наблюдения.

При использовании обоих методов указанные
распределения при малых значениях параметра
связи представляют собой практически степенную
функцию, а при увеличении параметра связи рас-
пределение сглаживается в области  с одно-
временным увеличением N(0). Отклонение между
результатами обоих методов можно объяснить ря-
дом факторов, например, недостаточно оптималь-
ным набором параметров метода локальных ляпу-
новских показателей (времени накопления и поро-
га возникновения синхронизации).

Тем не менее, зависимости меры мультиста-
бильности от параметра связи, полученные обои-
ми методами, отличаются лишь количественно,
но не качественно. В частности, при  на-
блюдается небольшое углубление, которое также
присутствует и на спектре показателей Ляпунова
(см. второй старший показатель). После установле-
ния обобщенной синхронизации ( ) распре-
деления для обоих методов представляют собой
только значение N(0), что говорит об отсутствии
асинхронных участков временной динамики.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При помощи метода локальных ляпуновских
показателей было установлено, что явление муль-
тистабильности может возникать не только в слу-
чае однонаправленной, но и в случае взаимной
связи. Наблюдается хорошее соответствие полу-
ченных результатов с результатами других работ и
теоретическими зависимостями [6, 10]. Коррект-
ность результатов метода локальных показателей
Ляпунова также подтверждена путем сравнения с

результатами, полученными методом вспомога-
тельной системы.

Таким образом, данный метод можно исполь-
зовать для анализа мультистабильности при пере-
межающейся обобщенной синхронизации. Не-
смотря на то, что в данной работе были рассмот-
рены только потоковые системы, аналогичные
результаты можно получить и в случае дискрет-
ных хаотических систем.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект № 19-12-
00037).
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Study of the possibility of the multistability existence near the boundary
of generalized synchronization by calculation of the local Lyapunov exponents
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The possibility of the existence of multistability near the boundary of generalized synchronization is investi-
gated using the method of calculation of the local Lyapunov exponents. Using the example of many pairs of
coupled Rössler systems, it was found that multistability arises not only in the case of unidirectional coupling,
but also in the case of the mutual one.
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