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Высокоэффективным репличным алгоритмом метода Монте-Карло исследована трехмерная анти-
ферромагнитная Изинговская модель на объемно-центрированной кубической решетке с конкури-
рующими обменными спиновыми взаимодействиями во внешнем магнитном поле. Проведен ана-
лиз фазовых переходов. Показано, что сильное магнитное поле приводит к подавлению фазового
перехода.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время работы по изучению фазо-

вых переходов (ФП), магнитных и термодинами-
ческих свойств модельных спиновых систем с
конкурирующими обменными взаимодействиями
представляют большой интерес в физике конден-
сированного состояния. Конкуренция обменных
взаимодействий в магнитных спиновых системах
может привести к возникновению фрустраций.
Свойства и параметры фрустрированных спино-
вых систем сильно отличаются от свойств анало-
гичных систем без фрустраций. Спиновые систе-
мы с фрустрациями имеют большое разнообразие
фаз и фазовых переходов. Такое разнообразие
ФП обусловлено сильным вырождением таких
систем и их высокой чувствительностью к раз-
личным внешним факторам. Внешнее магнитное
поле, как внешний фактор, может привести к но-
вым физическим явлениям в поведении фрустри-
рованных и спиновых систем с конкурирующими
обменными взаимодействиями [1–6].

В данном исследовании нами рассматривается
трехмерная (3D) антиферромагнитная Изингов-
ская объемно-центрированная кубическая (ОЦК)
решетка с конкурирующими обменными спино-
выми взаимодействиями. Будет изучено влияние
магнитного поля на магнитные и термодинами-
ческие свойства рассматриваемой модели и ха-
рактер ФП.

Изинговская модель с конкуренцией обмен-
ных спиновых взаимодействий на разных типах
решеток исследована достаточно хорошо. Резуль-
таты численных расчетов и теоретических иссле-
дований в рассматриваемой модели приведены в
работах [6–9]. В исследованиях, представленных
в работе [6] авторы получили структуры подреше-
ток в основном состоянии для 3D антиферромаг-
нитной Изинговской модели на ОЦК решетке с
помощью алгоритма Ванга–Ландау метода Мон-
те-Карло (МК). Авторами работы на фазовой
диаграмме были обнаружены области, где реали-
зуются фазовые переходы первого рода и второго
рода. Результаты теоретических исследований,
представленные в работе [7] показывают, что для
Изинговской ОЦК решетки реализуется ФП II
рода. Этот результат имеет хорошее согласие с
данными, полученными в работе [6]. Влияние
магнитного поля на род фазового перехода и тер-
модинамические свойства для рассматриваемой
Изинговской модели со значениями магнитного
поля 0.0 ≤ H ≤ 6.0 исследовано в работе [8]. Обна-
ружено, что в рассмотренном интервале H наблю-
дается ФП второго рода. В работе [9] для анти-
ферромагнитной Изинговской модели на слои-
стой треугольной решетке показано, что при
значениях магнитных полей 0.0 ≤ H ≤ 6.0 наблю-
дается ФП второго рода. Обнаружено, что силь-
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ные магнитные поля снимают вырождение ос-
новного состояния и приводят размыванию ФП.

Анализ литературных данных показывает, что
многие физические свойства спиновых систем с
конкуренцией обменных спиновых взаимодей-
ствий зависят от наличия или отсутствия внешне-
го магнитного поля [10–12]. Поэтому, нами про-
водится численный расчет по исследованию ФП
и термодинамических свойств 3D антиферромаг-
нитной Изинговской модели на ОЦК решетке в
сильных магнитных полях. Интерес к данным ис-
следованиям объясняется еще тем, что большин-
ство подобных работ посвящены моделям на гек-
сагональных треугольных и квадратных решетках
[13–23]. Исследование данной спиновой системы
на основе эффективных и современных алгорит-
мов позволит ответить на ряд существующих во-
просов, связанных с влиянием магнитного поля
на термодинамические свойства и фазовые пере-
ходы спиновых решеточных систем с конкуриру-
ющими обменными взаимодействиями. Актуаль-
ность исследования влияния магнитного поля на
ФП обусловлена еще и тем, что в современной
микроэлектронике (и спинтронике) невозможно
пренебречь влиянием внешних факторов на пове-
дение приборов и элементов электроники. Уро-
вень миниатюризации современной микроэлек-
троники таков, что те факторы, которые раньше
рассматривались как несущественные, сегодня не
могут быть игнорированы.

МОДЕЛЬ 
И МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ

Гамильтониан описывающую данную спино-
вую систему имеет следующий вид:

(1)

где J1 и J2 – постоянные величины (константы)
обменного спинового взаимодействия первых
ближайших (J1 = –1) и вторых (J2 = –1) ближай-
ших соседей(спинов), Si = ±1 – значение Изин-
говского спина, H – величина магнитного поля
(приводится в единицах |J1|). Магнитное поля ме-
нялась в интервале 7.0 ≤ H ≤ 14.0.

Спиновые системы с конкуренцией спиновых
обменных взаимодействий с помощью микро-
скопических гамильтонианов успешно исследу-
ются на основе метода Монте-Карло (МК) [9, 11,
24–33]. В настоящее время расчеты проводятся
на основе многих вариантов алгоритмов Монте-
Карло метода. Одним из наиболее эффективных
и точных для исследования и расчета подобных
спиновых систем является репличный обменный
алгоритм МК метода [34]. Поэтому для выполне-
ния данного исследования нами используется
репличный алгоритм Монте-Карло метода.

Η = − − −  1 2
, ,

,i j i l i
i j i l i
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Репличный обменный алгоритм метода МК,
который мы использовали можно описать в сле-
дующем виде:

1. Одновременно моделируются несколько Q
копий (реплик) системы X1, X2, … XQ с температу-
рами T1, T2, … TQ.

2. Для избавления от проблемы критического
замедления системы после выполнения одного
МК-шага/спин для всех копий реплик произво-
дится обмен конфигурациями (данными) между
парой соседних реплик Xi и Xi + 1 с вероятностью:

где  Ui и Ui + 1 – внут-
ренние энергии реплик.

Расчеты проводились с использованием перио-
дических граничных условий. Линейные размеры
системы составляли 2 × L × L × L = N, L = 12–60,
где N – количество спинов в системе, L – размер
решетки. Для изучения типа ФП и определения
критической температуры использовались ги-
стограммный метод анализа данных и метод ку-
мулянтов Биндера четвертого порядка [35, 36].
Для того, чтобы вывести систему в термодина-
мическое равновесие выделялся участок равный
τ0 = 4 · 105 шагов МК на спин, что в несколько раз
превосходит размер неравновесного участка.
Усреднение термодинамических параметров про-
водилось вдоль марковской цепи длиной до τ =
= 500τ0 шагов МК на спин.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ НА ЭВМ
Расчет зависимости теплоемкости C от темпе-

ратуры производился с помощью следующего вы-
ражения:

(2)

где  – обратная температуре величи-
на, N – число частиц, H – оператор Гамильто-
ниана.

Параметр порядка данной системы рассчиты-
вался по следующей формуле [37]:

(3)

где  − параметры порядка по подре-
шеткам.

В данной системе сосуществуют 4 подрешет-
ки. Более подробно про структуры подрешеток
можно посмотреть в работе [6].

Для вычисления намагниченности использо-
валась формула:

(4)

+
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МУРТАЗАЕВ и др.

Для определения типа ФП использовался ме-
тод кумулянтов Биндера UL четвертого порядка:

(5)

Используя формулу (5) с высокой точностью
можно найти критическую температуру TN, если в
системе происходит фазовый переход II рода [10].

На рис. 1 показаны зависимости теплоемкости
от температуры при L = 24 для разных значений
величины магнитного поля. На рисунке отчет-
ливо видно, что при значениях магнитного поля
7.0 ≤ H ≤ 10.0 с ростом значения H происходит

= −
4

22
1 .

3
L

L

L

m
U

m

смещение максимумов теплоемкости в область
низких температур. Также на рисунке можно за-
метить рост значений максимумов теплоемкости.
При значениях магнитного поля 11.0 ≤ H ≤ 13.0 в
критической области наблюдаются более резкие
пики. Можно предположить, что в этом интерва-
ле реализуется ФП первого рода. Мы предполага-
ем, что магнитное поле благоприятствует усиле-
нию конкурирующего спинового взаимодействия
между первыми ближайшими и вторыми ближай-
шими соседями и в связи с этим наблюдается сме-
щение максимумов теплоемкости в область низ-
ких температур. На рис. 1 видно, что для теплоем-
кости при значении магнитного поля H = 14 пик
не наблюдается. Это говорит о том, что дальней-
шее увеличение магнитного поля подавляет ФП.

На рис. 2. представлены зависимости куму-
лянта Биндера четвертого порядка UL при значе-
нии магнитного поля H = 7.0 для разных размеров
системы L. На графике видна отчетливая точка
пересечения (TN = 3.318). Это говорит о том, что в
системе реализуется фазовый переход II рода, а
сама точка соответствует критической температу-
ре. Аналогичные зависимости кумулянтов Бин-
дера были построены и для значения магнитных
полей 7.0 ≤ H ≤ 13.0. Анализ результатов показы-
вает, что в интервале 7.0 ≤ H ≤ 10.0 наблюдается
ФП второго рода. В интервале 11.0 ≤ H ≤ 14.0 на за-
висимостях кумулянтов Биндера не наблюдаются
точки пересечения.

Анализ природы ФП был проведен используя
гистограммный метод анализа данных. Гистограм-
ма распределения энергии для спиновой системы
с линейным размером L = 60 для поля H = 12.0
приведена на рис. 3. Как видно на графике, для
поля H = 12.0 на гистограмме наблюдаются двой-

Рис. 1. Зависимость теплоемкости C/kB от температу-
ры kBT/|J1|.
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Рис. 2. Зависимость кумулянта Биндера UL от темпе-
ратуры kBT/|J1| для разных L при H = 7.0.
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= 12.0.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

–5.55 –5.52 –5.49 –5.46 –5.43 –5.40

P(U)

U

L = 60
TN = 2.043
H = 12



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 2  2022

ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ В АНТИФЕРРОМАГНИТНОЙ МОДЕЛИ ИЗИНГА 185

ной максимум (два пика), который свидетель-
ствует в пользу ФП I рода. Обнаружение двойно-
го пика (бимодальность) на гистограммах распре-
деление энергии говорит о том, что реализуется
ФП I рода и является достаточным условием. Ана-
логичное поведение наблюдается в интервале
значений поля 11.0 ≤ H ≤ 13.0.

Температурные кривые магнитного параметра
порядка m для различных значений H приведены
на рис. 4. На рисунке видно, что с ростом H об-
ласть спада магнитного параметра порядка сдвига-
ется в сторону низких температур. Это объясняет-
ся тем, что магнитное поле усиливает конкуриру-
ющее спиновое взаимодействие между первыми
соседями и вторыми ближайшими соседями. Для
значений магнитных полей 11.0 ≤ H ≤ 13.0 наблю-
даются более резкие спады параметра порядка.
Такое поведение для температурных зависимо-
стей магнитного параметра порядка является ха-
рактерным для ФП первого рода.

Полученные результаты свидетельствуют, что
в интервале значений поля 7.0 ≤ H ≤ 10.0 переход
из антиферромагнитной фазы в парамагнитную
происходит как ФП второго рода, а в интервале
11.0 ≤ H ≤ 13.0 наблюдается ФП первого рода. При
дальнейшем росте значения магнитного поля по-
давляется фазовый переход.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изучена антиферромагнитная Изинговская мо-

дель на объемно-центрированной кубической ре-
шетке с конкуренцией обменных спиновых взаи-
модействий в сильных магнитных полях на основе
репличного алгоритма МК метода. Рассмотрен ин-

тервал значений магнитного поля 7.0 ≤ H ≤ 14.0.
Показано, что в диапазоне магнитного поля 7.0 ≤
≤ H ≤ 10.0 происходит фазовый переход второго
рода, а в диапазоне 11.0 ≤ H ≤ 13.0 фазовый пере-
ход первого рода

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ (проекты № 20-32-90079-ас-
пиранты и № 19-02-00153-а) и Фонда развития
теоретической физики и математики “БАЗИС”.
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Phase transitions in antiferromagnetic Ising model
with competitive exchange interactions in a magnetic field

K. Sh. Murtazaeva, *, A. K. Murtazaevb, M. K. Ramazanova, b, M. A. Magomedova, b

a Amirkhanov Institute of Physics of the Dagestan Federal Research Center of the Russian Academy of Sciences, 
Makhachkala, 367003 Russia

b Dagestan Federal Research Center, Russian Academy of Sciences, Makhachkala, 367000 Russia
*e-mail: 5kurban@mail.ru

The highly efficient replica algorithm of the Monte Carlo method is used to study the antiferromagnetic Ising
model on a body-centered cubic lattice with competing exchange interactions in an external magnetic field.
The analysis of phase transitions has been carried out. It is shown that a strong magnetic field leads to the sup-
pression of the phase transition.
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