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Рассмотрено решение линейного интегрального уравнения Фредгольма второго рода для одноча-
стичной функции распределения молекулярной системы твердых сфер в контакте с твердой поверх-
ностью. Граничным условием служит двухчастичная функция распределения макроскопической
жидкости. Решение для одночастичной функции асимптотически показывает возникновение мед-
ленно затухающих осцилляций при высоких плотностях.
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ВВЕДЕНИЕ
Данная работа посвящена разработке методов

решения линейного интегрального уравнения
для одночастичной функции распределения с це-
лью выявления дальнодействующих (асимптоти-
ческих) корреляций локальной плотности в гра-
ничных слоях жидкостей.

Одной из принципиальных задач теории жид-
костей является исследование особенностей
ближнего порядка и формулировка уравнений
для частичных функций распределения, наибо-
лее точно описывающих эти особенности. Тем не
менее, существуют явления в жидких системах,
свойства которых определяются именно асимп-
тотическими свойствами корреляционных функ-
ций. К ним относятся свойства систем на границе
раздела фаз, изменение локальной структуры
жидкостей в ограниченных объемах, явления
смачивания и многие другие.

Аналогичные проблемы возникают при рас-
смотрении структуры поверхностных слоев аморф-
ных (диэлектрических) пленок, получаемых быст-
рым охлаждением расплава. В работах [1–5] разра-
ботана программа исследования структурных
характеристик поверхностных аморфных пленок на
границе с твердой поверхностью. Отметим также,
что при медленном охлаждении расплава структур-
ные характеристики кристалла в некоторых слу-
чаях, также определяются дальними корреляция-
ми. Например, первые координационные числа
для гранецентрированной и гексагональной
структуры полностью совпадают. Тонкие разли-
чия проявляются в дальних координационных
сферах.

Таким образом, исследование асимптотиче-
ского поведения корреляционных функций вы-
являет общие закономерности в структурах раз-
личных конденсированных сред.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Современная статистическая физика жидко-
стей базируется на уравнениях Орнштейна–Цер-
нике [6, 7] для одно- и двух- частичных функций
распределения

(1)

Здесь d(i) ≡ dri означает интегрирование по коор-
динатам i-й частицы; n – плотность жидкости;
Gi = exp(–Φi/kT + ωi) – однoчастичная функция
распределения, описывающая положение части-
цы в лабораторной системе координат; Φi – по-
тенциальная энергия частицы во внешнем поле;
ωi – одночастичный термический потенциал,
учитывающий взаимодействие частицы с окру-
жающей средой; химический потенциал μ нахо-
дится из условия перехода к пространственно-од-
нородной системе; парная корреляционная
функция hij = [exp(–Φij/kT + ωij) – 1] связана с
двухчастичной функцией распределения соотно-
шением Gij = GiGj(1 + hij); ωij – двухчастичный тер-
мический потенциал учитывает коллективное
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взаимодействие двух частиц через их окружение;
 – прямые корреляционные функции:

(2)

Здесь   – бесконечные функциональные
ряды от искомых функций распределения. При
решении конкретных задач   аппрокси-
мируют простыми аналитическими выражения-
ми, что приводит к нелинейным интегральным
уравнениям. Наиболее известными из них явля-
ются гиперцепное, Перкуса–Йевика, Мартыно-
ва–Саркисова. Подчеркнем, что приближение
Перкуса–Йевика является единственным, кото-
рое допускает аналитическое решение для про-
странственно-однородных трехмерных молеку-
лярных систем [8]. В последние годы разрабаты-
ваются аналитические методы решения для
одномерных и двумерных молекулярных систем [9].
Отметим также интенсивно развивающееся на-
правление по аморфизации макроскопических рас-
творов [11–17], за которое была присуждена Нобе-
левская премия по физике 2021 г.

Для пространственно-неоднородных систем
функции   позволяют
описать микроструктуру вещества вблизи твер-
дой ограничивающей поверхности и рассчитать
термодинамические параметры. Заметим, что ре-
шение уравнений (1) и (2) для этих функций мно-
гих переменных является сложной вычислитель-
ной задачей. Эту проблему обходят заменой пря-
мой корреляционной функции  ее

граничным значением  В зависимости от
применяемой аппроксимации получают то или
иное уравнение на одночастичную функцию рас-
пределения (синглетное приближение), описы-
вающую профиль локальной плотности n(z1) =
= nG1(z1) = nexp(ω1(z1)) вблизи твердой поверх-
ности. Все они являются нелинейными инте-
гральными уравнениями и решаются численно.
Анализ численных решений приведен в работе [10].

ЛИНЕЙНОЕ 
ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ

В наших работах [3–5] предложена модифика-
ция синглетного приближения в форме линейно-
го интегрального уравнения Фредгольма второго
рода

(3)
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Здесь учтено, что взаимодействие частиц жидко-
сти с поверхностью осуществляется как взаимо-
действие твердых сфер. Ядро уравнения и правая
часть предварительно вычисляются из соответ-
ствующего интегрального уравнения для двухча-
стичной функции распределения макроскопиче-
ской жидкости [6, 7]. В том случае, когда двухча-
стичная функция распределения вычисляется
аналитически, данное уравнение также может
быть решено аналитически. В частности, для за-
мыкания Перкуса–Йевика [6, 7] внутренние ин-
тегралы уравнения (1) можно представить в виде

(4)

где

(5)

В результате уравнение принимает вид

(6)

(7)

где мы обозначили: η = πn/6, f(z1) = exp(ω1(z1)) – 1.
Из (3) вытекает, что для вычисления функции на
интервале 0 ≤ z1 ≤ 1 необходимо знать, ее поведе-
ние на интервале 1 ≤ z1 ≤ 2 и т.д. В результате име-
ем бесконечную цепочку “зацепляющихся”
функций fn(z1), n ≤ z1 ≤ n + 1, (n = 0, 1, 2, 3, …). Тем не
менее, асимптотическое решение уравнения (7)
можно легко найти. Удобно предварительно про-
дифференцировать (7) по параметру z1. Учитывая,
что Ψ(1) = 0, получим

(8)

Решение данного уравнения представляем
в виде

(9)
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Подставляя искомое решение в (8), получим
систему трансцендентных уравнений для опреде-
ления волновых чисел

(10)

Амплитуды A, B остаются произвольными. Та-
ким образом асимптотика носит осциллирую-
щий, затухающий характер. Численное решение
системы трансцендентных уравнений (10) прово-
дится методом последовательных приближений
для плотностей жидкости η в диапазоне от 0.26 до
0.785. В таблице приведены значения волновых
векторов k1 и k2. 

На рис. 1 показаны графики коэффициентов
k1 и k2 в зависимости от плотности жидкости.

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1 2 1
0
1

1
2 2 1

0

12η Ψ cos sinh ,

12η Ψ sin cosh .

k dt t k t k t

k dt t k t k t

=

=





При малых и средних плотностях преобладает
монотонное, короткодействующее убывание од-
ночастичной функции распределения, обуслов-
ленное коллективными эффектами потенциала
твердых сфер. С ростом плотности возникают ос-
цилляции, вызванные эффектами плотной упа-
ковки твердых сфер. Примерную картину поведе-
ния одночастичной функции распределения на
всем интервале расстояний z ≥ 0 можно получить,
подставив найденные волновые числа в функцию
(6) с произвольными амплитудами A, B (рис. 2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрено уравнение для молекулярной си-
стемы твердых сфер вблизи твердой поверхности.
Уравнение имеет вид линейного интегрального
уравнения Фредгольма второго рода. Ядро и пра-
вая часть уравнения вычислены нами в прибли-
жении Перкуса–Йевика. Решение имеет осцил-
лирующий, затухающий вид. Волновые числа,
определяющие скорость затухания и период ос-
цилляций находятся численным решением двух
трансцендентных уравнений. Численное реше-
ние данных уравнений показало, что при малой
плотности молекулярной системы затухание но-
сит короткодействующий характер. Однако с ро-
стом плотности осцилляции носят дальнодей-
ствующий характер, что обусловлено эффектами
плотной упаковки твердых сфер. Полученное
решение можно обобщить на молекулярные си-
стемы с реалистичными потенциалами межча-
стичного взаимодействия. Таким образом, ис-
следование асимптотического поведения корре-
ляционных функций позволит выявлять общие
закономерности в структурах различных конден-
сированных сред.

Исследования проведены при частичной
поддержке Минобрнауки РФ в рамках выпол-

Таблица 1. Значения волновых чисел в зависимости от
плотности

K1 K2 n(*π/6)

4.2383 4.9055 0.5
3.7807 5.1341 0.6
3.3601 5.38906 0.7
2.97 5.6717 0.8
2.6064 5.9819 0.9
2.26497 6.31825 1.0
1.9406 6.6774 1.1
1.62667 7.0535 1.2
1.31544 7.4358 1.3
1.002 7.806 1.4
0.6922 8.1387 1.5

Рис. 1. График зависимости коэффициентов k1 (1) и
k2 (2) от плотности.
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Рис. 2. График одночастичной функции распределе-
ния при низких и высоких плотностях: (1) n = 0.3141,
(2) n = 0.785.

0.1

–0.1

–0.2

0.2

2 4 6 8 10

1
2

f(’z1/�)

z1/�



988

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 86  № 7  2022

АГРАФОНОВ и др.

нения государственного задания РФ (проект
№ 3.1941.2017/ПЧ).
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Long-range correlations in surface layers of liquids
Yu. V. Agrafonova, *, I. S. Petrushina, D. V. Khalaimova

a Irkutsk State University, Irkutsk, 664003 Russia
*e-mail: agrafonov@physdep.isu.ru

We consider the solution of linear Fredholm integral equation of the second kind for one-particle distribution
function of hard spheres molecular system near hard surface. As the boundary condition we use the two-par-
ticle distribution function of the macroscopic liquid. The asymptotic solution of one-particle distribution
function for the high density shows the occurrence of descending oscillations.
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