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Во многих прикладных задачах требуется экономичное вычисление квадратур с высокой точно-
стью. Для некоторых частных, но важных для практики случаев квадратуры трапеций и средних да-
ют не квадратичную, а экспоненциальную сходимость по величине шага сетки. В данной работе по-
строены новые асимптотически точные оценки погрешности таких квадратур. Предложена проце-
дура экстраполяции погрешности, которая кардинально повышает точность расчета.
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ВВЕДЕНИЕ
Приведем примеры физических задач, в кото-

рых возникают экспоненциально сходящиеся
квадратуры.

1. Функция Ламберта  Данная специаль-
ная функция является точным решением задачи
об электрической цепи, содержащей постоянный
источник питания, сопротивление и полупровод-
никовый диод. Эта функция используется для
расчета цепей сложной конфигурации с полупро-
водниковыми диодами. В книге [1] можно найти
большое количество ее приложений в физике.
Представление этой функции тригонометриче-
ским интегралом, зависящим от параметра, при-
ведено в статье [2]. Там же представлены числен-
ные расчеты, которые показывают экспоненци-
альную скорость сходимости формулы трапеций
для этого интеграла.

2. В задачах обработки сигналов нужно раскла-
дывать заданную функцию в ряд либо интеграл
Фурье. В первом случае нужно вычислять инте-
грал от периодической функции по полному пе-
риоду; во втором – интеграл по числовой прямой
от функции, быстро убывающей на бесконечно-
сти. В обоих случаях формула трапеций сходится
экспоненциально.

3. Решение ряда физических задач можно по-
строить с помощью преобразования Лапласа.
Примерами являются расчеты электротехниче-
ских цепей (приводящие к решению линейных

ОДУ), нахождение сечения реакции по ее скоро-
сти (с помощью решения уравнения Фредгольма
первого рода) и т.д. С помощью специальных за-
мен переменных интегралы в прямом и обратном
преобразованиях Лапласа могут быть вычислены
экспоненциально сходящимися квадратурами
[3–7].

4. Решение краевых задач для уравнений в
частных производных (включая задачи на соб-
ственные значения), записанных в интегральной
форме. Примерами являются задача рассеяния,
приводящая к интегральному уравнению Лип-
пмана–Швингера, квантово-механические зада-
чи на собственные значения, описываемые инте-
гральной формой уравнения Шрёдингера и ряд
других.

Для сеточного вычисления квадратур обычно
используют методы трапеций, средних и Симпсо-
на. Обычно погрешность этих методов квадра-
тично зависит от шага, и для получения хорошей
точности требуется большое число шагов.

Однако существует ряд случаев, когда погреш-
ность метода трапеций зависит от величины шага
экспоненциально, т.е. при уменьшении шага
вдвое число верных знаков примерно удваивает-
ся. Эта скорость сходимости аналогична таковой
в методе Ньютона. Такими случаями являются
интеграл от периодической функции по полному
периоду и интеграл по всей числовой прямой от
функции, достаточно быстро убывающей на бес-
конечности.

( ) .W x
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Если подынтегральная функция имеет полюса
первого порядка в комплексной плоскости, то
для таких квадратур справедливы мажорантные
оценки точности Трефетена и Вайдемана [7], см.
также [8–15]. В [16, 17] построено обобщение оце-
нок Трефетена и Вайдемана на случай, когда бли-
жайший полюс подынтегральной функции явля-
ется кратным.

В данной работе построены новые оценки по-
грешности экспоненциально сходящихся квадра-
тур от периодических функций по полному пери-
оду. Подынтегральная функция может иметь
произвольное число полюсов целого порядка на
комплексной плоскости. Если сетка достаточно
подробная, то есть разрешает профиль подынте-
гральной функции, то предлагаемые оценки яв-
ляются не мажорантными, а асимптотически точ-
ными.

Экстраполируя, т.е. исключая эту погреш-
ность из численной квадратуры, можно вычис-
лять интегралы указанных классов с точностью
ошибок округления уже на чрезвычайно грубых
сетках, содержащих всего ~10 шагов.

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНО СХОДЯЩИЕСЯ 
КВАДРАТУРЫ

Один из классов экспоненциально сходящих-
ся квадратур – это интегралы от периодических
функций по полному периоду. Заменой 
перейдем от интеграла по периоду  к инте-
гралу по единичной окружности  на ком-
плексной плоскости. Обход этого контура будем
выполнять против часовой стрелки. В работе [7]
была сформулирована и доказана следующая
теорема.

Теорема 1

Пусть  аналитическая в кольце
 где  причем  Введем

на единичной окружности равномерную сетку
  Рассмотрим интеграл

и квадратурную формулу трапеций

(1)

Тогда для погрешности квадратуры верна
оценка

(2)

Очевидно, что теорема 1 заменой  сво-
дится к аналогичной, но интегрирование будет

2 ix Xz e π=
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проходить уже по полному периоду функции
 на вещественной оси.

В работах [16, 17] было показано, что зависи-
мость оценки (2) от  может быть не мажорант-
ной, а асимптотически точной. Такая ситуация
реализуется, если  имеет только особенности
типа полюсов первого порядка, а  взято таким
образом, что ближайшая к единичной окружно-
сти особенность лежит на границе кольца

 При этом подынтегральная функция
неограниченно возрастает, если приближаться к
особенности изнутри кольца. Таким образом,
константа  теряет свой привычный смысл из
теоремы 1. Мы тщательно проанализировали ме-
тод доказательства теоремы 1, приведенный в [7]
и обнаружили возможность существенного уси-
ления результатов данной теоремы, при некото-
рых дополнительных условиях на подынтеграль-
ную функцию.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОГРЕШНОСТИ

Рассмотрим подробно контурный интеграл по
единичной окружности от функции, которая
имеет один простой полюс внутри нее и еще один
простой полюс вне. Этот случай соответствует
интегралу, рассмотренному в [7]. Пусть точка 
лежит внутри, а точка  снаружи  и, функ-

ция  аналитична в кольце  с
 Тогда интеграл имеет вид

(3)

Сделаем одно предположение ради упроще-
ния выкладок. Оно слабо повлияет на результат.
Пусть  тогда подынтегральную функцию
перепишем в таком виде

(4)

Теперь разложим каждую дробь в ряд Лорана
как сумму геометрической прогрессии

(5)
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Будем пользоваться сеткой   кото-
рая введена в теореме 1. Получим явное выраже-
ние для шага сетки 

(6)

Отбрасывая член  в выражении для ша-
га сетки, запишем квадратурную формулу “трапе-
ций” в следующем виде

(7)

Подставим представление  в виде суммы
рядов в квадратурную формулу, затем поменяем
местами ряды и конечную сумму. Последнее дей-
ствие допустимо в силу абсолютной сходимости
полученного двойного числового ряда (каждый
член двойного ряда из модулей можно ограни-
чить соответствующим членом бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии, которая
имеет конечную сумму). Получается следующее
выражение для квадратурной формулы

(8)

Для проведения преобразований нам потребу-
ется следующий известный результат

(9)

Преобразуем вторую сумму в квадратных
скобках в формуле (8)

(10)

Преобразуем первую сумму в (8)

(11)

Получаем

(12)
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Наконец  вычислим погрешность

(13)

Полученный результат легко обобщить на слу-
чай, когда функция  не равна тождественно
единице. Это требует более громоздких выкла-
док, которые мы здесь не приводим. Справедлива
другая теорема.

Теорема 2

Пусть точка  лежит внутри единичной
окружности, а точка  – вне ее. Пусть функ-
ция  аналитична на всей комплексной плос-
кости за исключением, быть может, бесконечно
удаленной точки и не обращается в нуль в точках

 Тогда квадратура трапеций для интеграла
 имеет точность

(14)

Оценка (14) является не мажорантной, а
асимптотически точной. Единственное прибли-
жение, которое было сделано, содержится в при-
ближенном выражении для шага (6).

АПРОБАЦИЯ ОЦЕНКИ
Были проведены расчеты с тестовым интегра-

лом, имеющим известное точное значение

(15)

где  и  В данном случае
 и  поэтому  из теоремы 1 рав-

няется  В ходе расчетов была получена фак-
тическая погрешность, вычислялась оценка Тре-
фетена–Вайдемана (2), наша оценка (14) и по-
грешность после экстраполяции.

По этим данным на рис. 1 был построен гра-
фик сходимости в полулогарифмическом мас-
штабе. Здесь черные точки обозначают фактиче-
скую погрешность, белые кружки обозначают на-
шу оценку, а черные квадраты обозначают оценку
Трефетена–Вайдемана с константой  На-
помним, что эта константа теряет свой смысл из
теоремы 1, если на границе кольца лежит особен-
ность, поэтому мы взяли ее единичной.

Из графика видно, что наша оценка совпадает
с фактической погрешностью уже при 
Оценка Трефетена–Вайдемана не передает на-

,
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чальный участок кривой. Она описывает кривую
начиная с  Эта оценка асимптотически
точна по N, но истинное значение константы 
неизвестно. Поэтому оценка Трефетена–Вайде-
мана не может использоваться для экстраполя-
ции. Таким образом, оценка точности, построен-
ная в данной работе, намного сильнее оценки
Трефетена–Вайдемана.

Данные выводы подтверждаются и графиком
на рис. 2. Здесь построена зависимость отноше-
ния оценок погрешности к фактической точно-
сти. Цифрой 1 обозначен график отношения
оценки Трефетена–Вайдемана к фактической
точности, а цифрой 2 отношение нашей оценки к
тому же. Видно, что при  наша оценка прак-
тически неотличима от фактической погрешно-
сти. Поэтому ее можно исключить из квадратуры,
то есть провести экстраполяцию. Это кардиналь-
но повышает точность расчета. Видно также, что
оценка Трефетена–Вайдемана заметно хуже пе-
редает зависимость погрешности от числа узлов:
соответствующее отношение выходит на кон-
станту на существенно более подробных сетках,
чем оценка (14).

ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ ПОГРЕШНОСТИ
Исключим погрешность (14) из рассчитанной

квадратуры по формуле

(16)
Это эквивалентно введению некоторой новой

квадратурной формулы. Ее погрешность показа-
на на рис. 1 белыми треугольниками. Видно, что
скорость сходимости квадратуры (16) кардиналь-

15.N ≅
0M

4N >

.N N NG G= + Δ�

но превосходит даже экспоненциальную. Точ-
ность порядка ошибок единичного округления
достигается уже при  что в ~10 раз меньше,
чем для формулы трапеций. Трудоемкость такого
расчета сопоставима с трудоемкостью явных
формул. Данный подход кардинально превосхо-
дит мировой уровень.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изложенный метод является мощным инстру-

ментарием для решения физических задач. Если
удается найти преобразования переменных, сво-
дящие интегралы к рассмотренному типу, то вы-
числения ускоряются в тысячи раз.

В данной работе 1) построена принципиально
новая оценка точности квадратуры трапеций, ко-
торая является асимптотически точной. 2) Пред-
ложена процедура экстраполяции, обеспечиваю-
щая расчет квадратуры с точностью ошибок еди-
ничного округления уже на очень грубых сетках с
числом шагов 5–15.

Исследование выполнено при поддержке Рос-
сийского научного фонда (проект № 20-71-00097).
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Asymptotically acurate error estimates for exponentially convergent quadratures
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Many applications require high-precision, cost-effective quadrature calculations. For some cases, but import-
ant for practice, the quadrature of trapezoids and means give not quadratic, but exponential convergence in the
size of the grid step. New asymptotically accurate estimates of the error of such quadratures are constructed. An
error extrapolation procedure is proposed, which dramatically increases the calculation accuracy.
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