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ВВЕДЕНИЕ
Известно решение классической электроста-

тической задачи об электрическом поле, которое
индуцировано в полубесконечном однородном
диэлектрике с линейной поляризацией  заря-
дом с заданной линейной плотностью, когда тот
находится над плоской поверхностью диэлектри-
ка. В этом случае поляризация  пропорциональ-
на напряженности электрического поля  в ди-
электрической среде:

(1)
где  – диэлектрическая восприимчивость веще-
ства,  – электрическая постоянная [1]. Поле при
этом можно рассматривать, как поле пары фик-
тивных линейных зарядов, которые симметрич-
ны относительно плоской поверхности диэлектри-
ка и называются электростатическими изображе-
ниями [1]. Причем можно провести аналогию с
магнитными системами (удобство зависит от кон-
кретной задачи), в этом случае вместо вектора по-
ляризации будет рассматриваться вектор намагни-
ченности, а вместо электрического поля – магнит-
ное [2]. Если диэлектрик обладает диэлектрической
восприимчивостью, которая не является постоян-
ной величиной, а зависит от внешнего поля, в том
числе нелинейно, то возможность применения
метода электростатических изображений необхо-
димо теоретически исследовать, так как метод
может быть несправедлив. Но тогда для решения

задачи потребуется рассмотрение нелинейных
электростатических уравнений.

Подобные задачи имеют практическое приме-
нение, так как диэлектрики обладают рядом уни-
кальных свойств по сравнению с другими веще-
ствами [3, 4]. Разрабатываются вычислительные
методы для выявления новых свойств диэлектри-
ков, изучаются новые композитные материалы и
наноматериалы на основе и с применением изо-
ляторов [5–7].

Широкое использование в технике нашли
жидкие диэлектрики, которые применяются, на-
пример, в трибоэлектрических наногенераторах
[8]. Они используются при изучении электриче-
ских разрядов в качестве среды, что в свою оче-
редь важно для исследования новых и улучшения
существующих способов получения водорода,
наноматериалов и алмазов [9].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе рассматривается полубесконечная
диэлектрическая среда с нелинейной поляриза-
цией и с плоской поверхностью. Для этой нели-
нейной поляризации можно записать:
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а диэлектрическая восприимчивость задается в
виде
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где   – это начальная (постоянная)

диэлектрическая восприимчивость, или воспри-
имчивость при малых полях.

На рис. 1 показана данная система: линейный
заряд  находится в вакууме на высоте  над ди-
электриком, введена декартова система коорди-
нат, а диэлектрическая среда занимает полупро-
странство  Расчет поля поляризационных
зарядов данной среды, индуцированных линей-
ным точечным зарядом, сводится к решению сле-
дующей системы сингулярных интегральных
уравнений:

(4)

где  и  – компоненты поля заря-
женной с линейной плотностью  нити, 
и  – компоненты поля поверхностных
индуцированных зарядов,  и  –
компоненты поля объемных индуцированных за-
рядов. Данные компоненты определяются следу-
ющими соотношениями в любой точке с задан-
ными координатами:
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Рассмотрим решение системы уравнений (4) и
(5) методом последовательных приближений.
Причем полагаем, что
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Тогда выражение (3) приближенно будет равно
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а при y ≤ 0

(9)

Отметим, что решения (8) и (9) согласуются с
результатами, полученными методом изображе-

ний для однородных изотропных диэлектриков, у
которых постоянная диэлектрическая восприим-
чивость [1, 10]. Положим в (8) и в (9), что  и
осуществим переход к безразмерным выражени-

ям введением параметров   Получим

из (8) и (9) соответственно

(10)

(11)

где 
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Используя метод последовательных прибли-
жений, подставляем (9) в (7), считая, что  и
переходим к безразмерным параметрам анало-
гично тому, как это было сделано в (10) и (11), по-
лучаем для диэлектрической восприимчивости
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трическому полю члены, которые обусловлены
зависящей от этого поля восприимчивостью (7), а
источниками этих дополнительных вкладов в
суммарное электрическое поле являются поверх-
ностные и объемные индуцированные заряды ди-
электрической среды. Имеем
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В (15)  и  – это часть компонент
напряженности электрического поля, создавае-
мого поверхностными индуцированными заряда-
ми диэлектрической среды, соответствующая не-
однородной части диэлектрической восприимчи-
вости – части восприимчивости, линейно
зависящей от поля.

РЕЗУЛЬТАТЫ

Отметим, что из соотношений (15) и (16) вид-
но, что зависящая от поля линейно (оставляются
два слагаемых в разложении (7)) диэлектрическая
восприимчивость (7) вносит поправку в суммар-
ное поле пропорционально первой степени пара-
метра  определяемого в (14).

По формулам (10), (11), (15) и (16) построены
зависимости при   то есть со-

гласно (14)  При по-

строении были учтены особенности подынте-
гральных выражений в (15) и (16) (особые точки).
Они заключаются в том, что в формулах (15) при

  и в формулах (16) при  
осуществляется деление нуля на ноль. Возникает
сингулярность, которую необходимо устранить.
Это было сделано путем разбиения области инте-
грирования и выкалывания особых точек. На
рис. 2 слева показаны зависимости только для -
компонент поля, когда координаты  а

 справа – для -компонент поля,
когда  а  График синего цве-
та – это -компонента поля, вычисленного в пер-
вом приближении, то есть при постоянной ди-
электрической восприимчивости; оранжевого –

-компонента поля поверхностных индуциро-

,неодн
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ванных зарядов; зеленого – -компонента поля
объемных индуцированных зарядов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Из полученных зависимостей можем сделать

вывод, что при данных значениях параметров
объемные и поверхностные поляризационные за-
ряды, обусловленные неоднородностью воспри-
имчивости, если сравнивать модули, вносят не-
значительный вклад в коллективное электриче-
ское поле. Это означает, что вплоть до значений

 (в предельном случае  – макси-

мально возможное поле), когда еще можно осу-
ществлять разложение, как в (7), возможно с хо-
рошей степенью точности пользоваться методом
отображений, не ограничиваясь постоянством
диэлектрической проницаемости. Это суще-
ственное утверждение, так как постоянство вос-
приимчивости сильно ограничивало бы диапазон
используемых полей.
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Electrostatic fields of polarizing charges in a nonlinear susceptibility dielectric
M. L. Akimova, *, M. A. Piatakova, O. P. Polyakova, P. A. Polyakova

a Chair of General Physics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, 119991 Russia
*e-mail: ml.akimov@physics.msu.ru

The problem of calculating the electrostatic field induced by a filament charged with a given linear density
and located over a dielectric with a specific functional dependence of the dielectric susceptibility on the field
is solved. The limits of applicability of the image method to the calculation of the fields in the set problem are
investigated. The contributions of induced volumetric and surface polarization charges to the collective elec-
tric field are considered.
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