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ния, равного суперпозиции двух волн, поляризованных во взаимно перпендикулярных направле-
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ВЕДЕНИЕ
Современные технологии позволяют получать

низкоразмерные структуры различного типа, в
том числе 2D кристаллы моноатомной толщины
[1, 2]. Открытие так называемых дираковских и
вейлевских кристаллов имеет не только практи-
ческое [3, 4], но и фундаментальное значение. Хо-
рошо известно, что свободный графен характери-
зуется линейной зависимостью между энергией и
импульсом электрона, т.е. коническим типом за-
кона дисперсии. В то время как графену на под-
ложке может соответствовать гиперболический
тип закона дисперсии. Как видно имеет место ма-
тематическое сходство электронных состояний в
физике низкоразмерных систем и релятивист-
ской квантовой физике. Последнее дает возмож-
ность использовать современные наноматериалы
в качестве платформы для моделирования и про-
верки некоторых эффектов квантовой электроди-
намики [5–8]. Таким образом, изучение нели-
нейных оптических и электрических свойств ди-
раковских и вейлевских кристаллов представляет
интерес для той области, что развивающейся на
стыке физики твердого тела и физики высоких
энергий.

Уникальность указанных выше материалов
объясняется наличием в квантовом уравнении
для электронных состояний слагаемых, связыва-
ющих импульс носителя заряда с его псевдоспи-
новой степенью свободы. Следствием проявле-

ния такой связи являются, например, эффект Zit-
terbewegung [9–11], переходы типа “полуметалл –
изолятор” [12–15] и “дираковский–полудира-
ковский кристалл” [16, 17]. Благодаря которым
реализуются так называемые флоке-топологиче-
ские изоляторы [18]. На данный момент исследо-
вания взаимодействия дираковских материалов с
ВЧ полем касаются в основном непрерывного ре-
жима ЭМ излучения. Ниже излагаются результа-
ты исследования флоке-спектра дираковского
кристалла, помещенного в поле импульсного из-
лучения.

ФЛОКЕ-ФОРМАЛИЗМ 
И ФЛОКЕ-СПЕКТР

В отсутствие электромагнитного (ЭМ) излуче-
ния графен обладает полуметаллическим типом
проводимости. Однако, если последний поме-
стить в высокочастотное (ВЧ) поле ЭМ волны, то
при определенных условиях возможен переход к
состоянию зонного диэлектрика [12–15]. Здесь
стоит отметить, что задача о взаимодействии кри-
сталла с ВЧ излучением является нестационар-
ной. Математической основой теории явлений,
возникающих в квантовых системах, находящих-
ся под управлением периодических полей, явля-
ется флоке-формализм [13]. Подход к решению
задач в рамках флоке-теории заключается в пере-
нормировке гамильтониана системы, находя-
щейся в периодическом поле, таким образом,
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чтобы проблема временной эволюции сводилась
к стационарной задаче – задаче на собственные
значения нового “эффективного” гамильтониа-
на, не зависящего от времени. В этом случае гово-
рят о флоке-спектре системы [15]. Таким обра-
зом, указанное выше диэлектрическое состояние
носит характер динамически наведенного (усред-
ненного по времени) состояния. Соответствую-
щая перенормировка происходит с использова-
нием унитарных операторов, включающих в себя
быстро осциллирующие функции [19]. Такой
подход успешно использовался для объяснения
динамического сужения зон проводимости узко-
щелевых полупроводников [20], эффектов дина-
мической локализации [21], фото-туннелирова-
ния [22], переходов между сверхтекучими и ди-
электрическими фазами [23], возможности
реализации искусственных флоке-топологиче-
ских зонных изоляторов (ФТИ) [18], возможно-
сти управления осцилляциями Шубникова-де
Гааза [19] и т.д. В [14] флоке-спектр трактуется
как закон дисперсии для связанных электрон-
фотонных состояний, возникающих в дираков-
ских кристаллах, помещенных в сильное поле ла-
зерного излучения.

Пусть дираковский кристалл связан с плоско-
стью xy, а ЭМ излучение распространяется вдоль
оси Oz так, что электрическая составляющая ос-
циллирует вдоль графеновой плоскости. В силу
малости толщины моноатомного слоя можно вос-
пользоваться дипольным приближением и счи-
тать, что электрическое поле в той области про-
странства, где расположен образец, не зависит от
координат. Вместе с этим гамильтониан системы
также не будет зависеть от координат [13]:

(1)

Здесь  – матрицы Паули,  –
скорость Ферми,  – векторный
потенциал ЭМ поля волны в плоскости xy,  –
период ЭМ излучения. Таким образом, задача о
решении уравнения  удовлетворяет
требованиям теоремы Флоке, согласно которой
спинор  описывающий состояние электрона в
2D гексагональной структуре, можно записать
в виде

(2)

где  – флоке-спектр (квазиэнергия) электро-
на,  Применив теорему Флоке, по-
лучим
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Решение нестационарной задачи (3) можно
свести к решению однородной алгебраической
системы уравнений [13]:

(4)

где  – фурье-компоненты спинора 

 

НАВЕДЕНИЕ ЗАПРЕЩЕННОЙ ЗОНЫ 
ИМПУЛЬСНЫМ ИЗЛУЧЕНИЕМ

Считаем, что дираковский кристалл облучает-
ся двумя ЭМ волнами, поляризованными во вза-
имно перпендикулярных направлениях. Каждая
из волн представляет собой последовательность
импульсов гауссовского профиля. Длительность
каждого импульса равна  Эти последовательно-
сти должны, кроме всего прочего, удовлетворять
дополнительным требованиям. Во-первых, ни
одна из них не должна иметь постоянных состав-
ляющих, т.е. усредненное по периоду  значение
напряженности электрического поля равно нулю

 Во-вторых, они должны быть сдвину-
ты друг по отношению к другу на некоторое время

 (рис. 1). Согласно сказанному, напряженность
электрического поля в плоскости xy равна

(5)

где  – амплитуда поля,

(6)

Отношение  будем называть коэффициен-
том заполнения, полагая  Флоке-спектр
носителей заряда в кристалле будем искать путем
усреднения уравнения (3) по периоду сигналов.
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Рис. 1. Профили электромагнитных сигналов.
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Для этого разложим периодическую функцию (6)
в ряд Фурье (с учетом условия ):

(7)

тогда векторный потенциал электрического поля
равен

(8)

После подстановки (8) в выражение для вели-
чины  фигурирующей в (4), запишем

(9)

где  Для простоты вычислений в
(9) также положено . Матричное рекур-
рентное уравнение (9) необходимо решать чис-
ленно. Однако удается провести приближенные
аналитические вычисления, если учесть, что ком-
поненты спинора  имеют смысл амплитуд веро-
ятности поглощения/испускания электроном 
фотонов и  [19]. Считая, что выполняется
следующее условие:
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найдем, что в дираковской точке ( ) квази-
энергетическая щель (запрещенная зона, наве-
денная импульсным излучением) равна

(11)

Результат (11) получен с точностью до слагае-
мых, содержащих  с  однако он всегда мо-
жет быть уточнен с повышением порядка спино-
ров  удерживаемых в уравнениях (9).

К результату (11) можно прийти, если приме-
нить метод усреднения по быстрым осцилляциям
[17]. Данный подход обладает большей наглядно-
стью вычислений и позволяет относительно про-
сто получить флоке-спектр вблизи дираковской
точки. Согласно ему спинор  фигурирующий
в (2), представляется в виде постоянной и ВЧ ча-
стей:    при-
чем  После усреднения (3) по периоду
ВЧ поля, запишем
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Спинор uac можно найти, если в (3) оставить
только ВЧ компоненты и отбросить все слагаемые,
содержащие в качестве множителя  Последнее
оказывается возможным в силу условия (10). В ре-
зультате получим

(13)

После подстановки (13) в (12) приходим к зада-
че на собственные значения

(14)

где обозначено

(15)

 В результате флоке-спектр имеет вид

(16)

а квазиэнергетическая щель равна

(17)

Таким образом, если выполняется неравен-
ство (10) квазиэнергетическая щель пропорцио-
нальна квадрату амплитуды, также, как и в случае
эллиптически поляризованного гармонического
сигнала [13, 14]. Из формул (15) и (17) также сле-
дует, что величина  определяется временным
сдвигом импульсов  Например, если  то
щель не наводится. Если в (15) положить

 и пренебречь слагаемыми с  то ре-
зультат (17) перейдет в (11). Графики зависимости
квазиэнергетической щели от коэффициента за-
полнения сигналов и временного сдвига между
сигналами, построенный по формулам (15) и (17),
показан на рис. 2 и 3 соответственно. Из рис. 2
видно, что в рамках условия  квазиэнерге-
тическая щель увеличивается с ростом коэффи-
циента заполнения. С помощью (15) можно пока-
зать, что квазиэнергетическая щель не наводится,
если сдвиг во времени между последовательно-
стями импульсов  удовлетворяет условию:

 (n – целое число).
Отметим, что эффект динамического наведе-

ния запрещенной зоны ожидается и в том случае,
если образец подвергнуть излучению, представ-
ляющему собой монополярную последователь-
ность ЭМ импульсов:  Однако в этой
ситуации у переменного электрического поля бу-
дет существовать постоянная составляющая, на-
личие которой не предполагается в применяемых
выше методах вычислений. Тем не менее посто-
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янную составляющую поля всегда можно убрать,
создав в образце напряжение смещения, равное

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выше вычислен флоке-спектр дираковского
электрона в поле ЭМ волн, поляризованных во
взаимно перпендикулярных направлениях. Ре-
жим излучения предполагался импульсным, а
профиль отдельного ЭМ импульса – гауссов-
ским. Результатом действия импульсного излуче-
ния также, как и в случае непрерывного синусои-
дального излучения [13, 14] является динамиче-
ское наведение запрещенной зоны в дираковской
точке. Ширина  этой зоны растет с увеличени-
ем коэффициента заполнения сигналов (рис. 2).
Одним из необходимых условий появления ква-
зиэнергетической щели является наличие опре-
деленного сдвига во времени между последова-
тельностями ЭМ импульсов, поляризованных во
взаимно перпендикулярных направлениях. Та-
ким образом, запрещенная зона не наводится ЭМ
излучением, если сдвиг во времени  удовлетво-
ряет условию:  (n – целое число), в част-
ности, если 

Ширина запрещенной зоны  вычислена дву-
мя способами: методом флоке-матрицы [13] и ме-
тодом усреднения по быстрым осцилляциям [17].
Каждый из этих методов имеет свои преимуще-
ства. Первый позволяет для ширины  аналити-
чески вычислить поправку любого порядка при
произвольных значениях квазиимпульса элек-
трона и амплитуды ЭМ поля, но требует длитель-
ных расчетов и для больших индексов у спиноров

0 .biasE E T= πτ

gΔ

0τ
02 nTτ =

0 0.τ =

gΔ

gΔ

un – привлечения численных схем, реализуемых с
помощью ЭВМ. Второй позволяет относительно
просто вычислить флоке-спектр  и найти вы-
ражение для общего слагаемого ряда (15). Однако
результат, полученный на его основе, справедлив
при выполнении условия (10) и может быть отне-
сен только к окрестности дираковской точки.

В заключении оценим величину  удовлетво-
ряющую неравенству (10). Положив здесь  =
= 108 см ⋅ с–1 и типичное для амплитуды напря-
женности электрического поля значение  =
= 102 В ⋅ см–1, найдем что для выполнения усло-
вия (10) достаточно использовать  ∼ 20–60 ТГц.
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Floquet spectrum of Dirac crystal in the field of pulsed radiation
S. V. Kryuchkova, b, E. I. Kukharb, *, D. A. Silivanovb

aVolgograd State Socio-Pedagogical University, Volgograd, 400066 Russia
bVolgograd State Technical University, Volgograd, 400005 Russia
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The Floquet spectrum of a Dirac crystal placed in the field of electromagnetic radiation which is the super-
position of two waves polarized in perpendicular directions has been calculated. Each of the waves is a se-
quence of pulses of Gaussian profile. The quasi-energy gap dependence on both duty cycle of the signals and
time shift between the signals has been studied.
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