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ВВЕДЕНИЕ
Обобщенная хаотическая синхронизация –

одно из наиболее интересных явлений радиофи-
зики [1, 2]. Данное явление характеризуется
существованием связи между состояниями взаи-
модействующих осцилляторов в виде функцио-
нального соотношения (в общем виде – функцио-
нала) [2, 3]. Примечательно, что данная синхрони-
зация наблюдается в системах самой различной
природы и может возникать при однонаправлен-
ной и взаимной связи.

Обобщенная синхронизация обладает широ-
ким потенциалом для применения в различных
сферах человеческой деятельности, от исследова-
ния взаимодействия систем различной природы
[4] до скрытой передачи информации [5] и разра-
ботки медицинского оборудования [6].

В контексте данной работы явление мультиста-
бильности заключается в том, что при фиксиро-
ванных значениях управляющих параметров при
определенных значениях безразмерного времени
(в случае потоковых систем), либо при определен-
ной итерации (в случае дискретных отображений)
в зависимости от начальных условий обобщенная
синхронизация может как наблюдаться, так и от-
сутствовать. Это возможно в режиме перемежаю-
щейся обобщенной синхронизации [7], характери-
зующейся чередованием временных интервалов
синхронной и асинхронной динамики при фикси-
рованных значениях управляющих параметров.
Таким образом, мультистабильность следует рас-

сматривать в контексте синхронизации, не связы-
вая с определениями стабильности (устойчивости)
фазовых траекторий.

На данный момент мультистабильность нахо-
дится в процессе тщательного изучения. В нашей
прошлой работе было показано, что данное явле-
ние наблюдается в хаотических системах с про-
стой топологией аттрактора (с аттрактором лен-
точного типа) [8]. Целью данной работы является
исследование возможности существования муль-
тистабильности вблизи границы обобщенной
синхронизации в хаотических системах со слож-
ной (двулистной) топологией аттрактора [9].

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
В качестве исследуемой модели было выбрано

множество пар систем Лоренца, связанных как
однонаправленно, так и взаимно, описываемое
следующей системой уравнений [10, 11]:
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ризующие малую расстройку введенную между
вторыми системами каждой пары. Расстройка 
введена для того, чтобы избежать ловушку числен-
ного счета. Параметры связи   в случае
однонаправленной связи, и  при взаимной
связи. Значения этих параметров выбраны таким
образом, чтобы после переходного процесса ре-
жим обобщенной синхронизации всегда возникал
при некоторой критической величине параметра
связи вне зависимости от начальных условий. На-
чальные условия для первых систем пары всегда
выбирались одинаковыми, а для вторых – всегда
разными, равномерно распределенными по ат-
тракторам второй системы.

Данная система уравнений решалась при по-
мощи классической интегрирующей схемы Рун-
ге–Кутта (4 порядка) с шагом 0.001.

Обычно для исследования обобщенной син-
хронизации используется метод вспомогательной
системы [12] в связи с простотой его реализации и
достаточно высокой точностью. Недостатком
данного подхода является невозможность его
применения в случае взаимной связи [13]. В связи
с этим, для исследования был использован более
универсальный метод – расчет локальных пока-
зателей Ляпунова [14, 15].

Данный подход характеризуется расчетом по-
казателей Ляпунова в скользящем ограниченном
интервале безразмерного времени, что позволяет
в зависимости от его размера устанавливать либо
более точные значения показателей, соответству-
ющие аттракторам систем в целом, либо следить
за временной динамикой, что и требовалось в
данном случае. В данной работе интервал был
установлен равным 3500, как наибольший ком-
промисс между точностью и динамикой исследу-
емой величины.

В качестве исследуемой величины выступает
величина второго по старшинству локального ля-
пуновского показателя (условного, зависящего от
параметра связи, при однонаправленной связи,
либо обычного при взаимной). Обобщенная син-
хронизация наступает в момент, когда указан-
ный показатель переходит из положительной
области в отрицательную, тем самым указывая,
что между системами наблюдается более устой-
чивая динамика.

На практике, в связи с небольшой погрешно-
стью, обусловленной ограниченным временным
интервалом и численным расчетом, использует-
ся менее строгий критерий. Системы можно
считать синхронизованными, в контексте обоб-
щённой синхронизации, если величина второго
старшего локального показателя  не превы-
шает наперед заданную небольшую константу
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Для оценки мультистабильности по аналогии с
работой [8] была рассчитана ее мера как вероят-
ность детектирования асинхронных (в смысле
обобщенной синхронизации) участков времен-
ной динамики, определяемая по формуле:

(2)

где  – число осцилляторов, участвующих в
рассмотрении,  – количество систем, нахо-
дящихся в синхронизме с i-м осциллятором.

Данная характеристика позволяет оценить
степень асинхронной динамики, наблюдаемой
при определенном значении безразмерного вре-
мени. Если при любых начальных условиях обоб-
щенная синхронизация не возникает (например,
при значении параметра связи ), то 
Напротив, если вне зависимости от начальных
условий после переходного процесса всегда на-
блюдается синхронная динамика, то  При
ситуации, когда только какая-то часть начальных
условий демонстрирует синхронную динамику,
будет выполняться условие  Таким об-
разом, в последнем случае будет наблюдаться яв-
ление мультистабильности, что и позволяет ис-
пользовать данную характеристику в качестве
оценки ее меры.

РЕЗУЛЬТАТЫ

Сперва были рассчитаны бассейны притяже-
ния второй системы Лоренца (см. рис. 1). Данная
характеристика строилась следующим образом.
При фиксированных значениях управляющих па-
раметров и начальных условий первой системы из-
менялись начальные условия второй системы (  и

). Затем, после переходного процесса при неко-
тором значении безразмерного времени определя-
лось наличие, либо отсутствие обобщенной син-
хронизации.

Из рис. 1 видно, что в зависимости от началь-
ных условий обобщенная синхронизация может
как присутствовать, так и отсутствовать, что под-
тверждает существование мультистабильности.
Причем это утверждение справедливо как при од-
нонаправленном типе связи, так и при взаимном.

Стоит отметить, что все же имеются различия
в динамике указанной характеристики в зависи-
мости от типа связи. При однонаправленной свя-
зи при небольшом отклонении параметра связи от
критического значения с изменением безразмер-
ного времени можно наблюдать чередование бас-
сейнов, демонстрирующих преимущественно
синхронную динамику, и бассейнов, характеризу-
ющихся в большей мере асинхронной динамикой.
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В то же время, при взаимной связи этого не
наблюдается. При увеличении безразмерного
времени соотношение начальных условий, де-
монстрирующих асинхронную и синхронную
динамику, остается практически неизменным.
Это выражается в том, что получить при таком
типе связи бассейны притяжения, меняющие в
целом свою динамику в контексте обобщенной
синхронизации, не предоставляется возможным
для данной модели.

Наконец, в работе была численно рассчитана
зависимость меры мультистабильности (2), усред-
ненной по времени, от параметра связи при одно-
направленной и взаимной связи (см. рис. 2).

Видно, что при определенных значениях пара-
метра связи (например,  и  в случае
однонаправленной и взаимной связи, соответ-
ственно) мера мультистабильности  что со-
ответствует режиму, когда практически при любых
значениях начальных условий после переходного

ε 10.2> ε 6>

0,aP ≈

Рис. 1. Бассейны притяжения второй системы Лоренца: случай однонаправленной связи,  (а); случай взаим-
ной связи,  (б). Белый цвет соответствует вылету фазовой траектории на бесконечность, темный – установле-
нию обобщенной синхронизации, светлый – асинхронной динамике.
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Рис. 2. Зависимость меры мультистабильности  усредненной по времени, от параметра связи  в случае однонаправ-
ленной (а) и взаимной (б) связи. Маркерами отмечены рассчитанные значения, пунктирными линиями – аппрокси-

мирующие функции вида  (спадающий сигмоид), где параметры   при однонаправлен-

ной связи и   при взаимной.
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процесса устанавливается режим обобщенной
синхронизации и, соответственно, мультиста-
бильность отсутствует. Кроме того, имеются ин-
тервалы значений параметра связи, при которых
наблюдается мультистабильность, когда 

 и  при однонаправленной
и взаимной связи, соответственно. Это подтвер-
ждает выводы, сделанные после расчета бассей-
нов притяжения.

Данная характеристика также хорошо аппрок-
симируется функцией спадающего сигмоида вида

 где  – некоторые вещественные

параметры (см. пунктирные линии на рис. 2). В
нашем случае параметры   при
однонаправленной связи и   при
взаимной.

Примечательно сходство между собой кривых
в обоих случаях связи. Если для характеристики,
соответствующей взаимной связи, уменьшить
масштаб оси на 1.7, а затем аппроксимировать по-
лученную зависимость, то ее коэффициенты бу-
дут   Отметим, что при оценке
коэффициентов аппроксимации ошибки не пре-
высили 0.0015, а остаточная сумма квадратов ока-
залась не больше 0.011, что говорит о достоверно-
сти проведенной оценки. Сравнив между собой
эти коэффициенты с параметрами аппроксима-
ции, полученными в случае однонаправленной
связи, можно убедиться, что данные кривые от-
личаются между собой незначительно и только
численно. Однако, стоит отметить, что данный
вывод справедлив конкретно для данной рас-
сматриваемой модели и указанная характеристи-
ка может сильно отличаться в зависимости от ти-
па связи при рассмотрении других нелинейных
систем.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, на примере систем Лоренца
при помощи метода локальных ляпуновских по-
казателей установлено, что мультистабильность в
контексте обобщенной синхронизации может
возникать не только в системах с относительно
простой (однолистной) топологией аттрактора
(с аттрактором ленточного типа) [8], но и в систе-
мах со сложной (двулистной) структурой, причем
как при однонаправленной связи, так и при вза-
имной. Сделанный вывод подтверждается чис-
ленно рассчитанными характеристиками: бас-
сейнами притяжения второй системы Лоренца и
зависимостью меры мультистабильности, усред-
ненной по времени, от параметра связи.

Из полученных результатов также следует, что
тип перемежаемости вблизи границы обобщен-

0 1:aP≤ ≤
[ ]ε 9.3;10.0∈ [ ]ε 5.55;6∈

( )
1 ,

1 exp x a
b
−+

, a b

9.74,a = 0.08b =
5.749,a = 0.04b =

9.774,a = 0.068.b =

ной синхронизации не зависит от типа связи
между системами (однонаправленной или взаим-
ной), но определяется топологией аттракторов
(простой или сложной) взаимодействующих си-
стем. В системах со сложной топологией наблю-
дается перемежаемость перескоков [11], а в случае
систем с простой топологией – “on-off” переме-
жаемость [8].

Полученные данные согласуются с результата-
ми других работ, например критическое значение
параметра связи соответствует значению, получа-
емому из спектра ляпуновских показателей [16].

Полученные результаты могут быть использо-
ваны при изучении систем со сложной топологией
аттрактора на предмет наличия мультистабильно-
сти. Стоит отметить, что полученные выкладки
можно также использовать при построении схемы
для скрытой передачи информации, основанной
на системах с взаимной связью. Если подобрать
управляющие параметры так, чтобы при любых
начальных условиях возникала обобщенная син-
хронизация, то при добавлении полезного сигна-
ла к состоянию одного из осцилляторов (передат-
чика) в моменты  по состоянию второго ос-
циллятора (приемника) имелась бы возможность
однозначного декодирования сигнала, который в
необработанном виде выглядел бы как шум.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Совета по грантам Президента Российской
Федерации для государственной поддержки мо-
лодых российских ученых и по государственной
поддержке ведущих научных школ Российской
Федерации (проект № МД-18.2022.1.2).
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Using the local Lyapunov exponents approach it was found that multistability near boundary of generalized
synchronization can occur in systems with a complex attractor topology both in unidirectional and mutual
coupling cases.
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