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Рассматривается задача о нахождении диэлектрической проницаемости и электрокалорического эффек-

та в модели гранулы сегнетоэлектрической керамики. Предполагается, что гранула состоит из шарооб-

разного сегнетоэлектрического ядра, покрытого диэлектрической оболочкой и помещенного в диэлек-

трическую матрицу. Толщина переходного слоя считается малой по сравнению с размером гранулы.

Зависимость поляризации от электрического поля в ядре задается нелинейным уравнением Гинзбур-

га –Ландау. Изменение поляризации вызывается изменением внешнего электрического поля, которое на

больших расстояниях от гранулы предполагается однородным. Вследствие эффекта электрострикции в

трехфазной системе ядро–оболочка–матрица возникает упругое поле, описываемое линейными уравне-

ниями. Для учета влияния доменных стенок на физические характеристики керамики в рассматриваемой

модели предлагается использовать подход Киттеля –Мицуи –Фуруиши. Предложенная расчетная схема

позволяет уточнить зависимость числа доменов от размера шарообразной гранулы. Электрокалориче-

ский эффект в грануле представляется в виде суммы первичного и вторичного эффектов, возникающих

вследствие упорядочивания дипольных моментов сегнетоэлектрика и из-за наличия деформации и тепло-

вого расширения. Исследование проводится для керамики сегнетоэлектрика со структурой перовскита, а

в качестве примера рассматривается керамика титаната бария. Для выбранного материала представлены

результаты расчетов зависимости диэлектрической проницаемости и отдельных составляющих электро-

калорического эффекта от размера гранулы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Среди множества эффектов, связывающих элек-
трические и тепловые явления, выделяются термо-
динамически обратимые эффекты — пироэлектри-
ческий и электрокалорический. Пироэлектрический
эффект (ПЭЭ) заключается в возникновении пиро-
тока при изменении температуры образца. Электро-
калорический эффект (ЭКЭ) является обратным к
пироэлектрическому и приводит к изменению теп-
ловых свойств (температуры, энтропии, теплоемко-
сти) образца при подаче или снятии электрического
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поля. Интерес к этим явлениям вырос за послед-
ние 15 лет в силу потенциальных возможностей ис-
пользования этих эффектов в новом поколении эко-
логичных высокоэффективных твердотельных гене-
раторов и охладителей [1–3]. К сожалению, разра-
ботанные в XXI веке экспериментальные образцы
по производительности пока существенно уступают
первому охладителю на ЭКЭ, созданному в XX ве-
ке [4].

Прогресс в создании твердотельных термопреоб-
разователей энергии во многом сдерживается из-за
отсутствия легко получаемых материалов, облада-
ющих высоким ЭКЭ. Одними из возможных кан-
дидатов в такие материалы являются керамические
пленки на основе титаната бария BaTiO3, более де-
шевые и простые в изготовлении, чем кристаллы.

682



ЖЭТФ, том 163, вып. 5, 2023 Зависимость диэлектрической проницаемости . . .

Максимальное изменение температуры при ЭКЭ
для керамики BaTiO3 достигается вблизи фазовых
переходов, где наиболее сильна зависимость диэлек-
трической проницаемости от температуры. При на-
пряжении 2МВ/м это изменение составляет 1.3К [5]
вблизи фазового перехода от кубической к тетра-
гональной фазе и 0.42K [6] для комнатных темпе-
ратур, где происходит фазовый переход от тетраго-
нальной к орторомбической фазе. Выбор BaTiO3 в
качестве модельного сегнетоэлектрика продиктован
также его хорошо изученными свойствами и нали-
чием необходимого количества измеренных матери-
альных параметров.

При теоретическом исследовании зависимости
свойств керамики от размера зерен d, как правило,
используется свободная энергия Гинзбурга –Лан-
дау –Девоншира (ГЛД), которая задается полино-
мом от компонент вектора поляризации. Если век-
торы электрического поля E и поляризации P име-
ют только одну компоненту, то модель ГЛД упроща-
ется до модели Гинзбурга –Ландау (ГЛ). При этом
существенным недостатком имеющихся теоретиче-
ских моделей ЭКЭ в керамике является практиче-
ски полное игнорирование упругих свойств керами-
ки [7]. Хорошо известно [8, 9], что пироэлектриче-
ский коэффициент π, который определяет величины
ЭКЭ и ПЭЭ, может быть представлен в виде суммы
трех слагаемых:

π = π1 + π2 + π3, (1)

которые описывают первичный, вторичный и тре-
тичный эффекты соответственно.

Первичный эффект объясняется прямым воздей-
ствием электрического поля. При его приложении в
изотермическом процессе происходит, как правило,
упорядочивание дипольных моментов сегнетоэлек-
трика, что ведет к уменьшению энтропии. При адиа-
батическом приложении электрического поля тем-
пература увеличивается, так как возрастает средняя
энергия диполей.

Третичный эффект появляется при наличии
градиента температуры, неоднородной деформации
или неоднородности поляризации. К нему относятся
флексокалорический эффект (изменение тепловых
свойств образца, вызванное градиентом поляриза-
ции или деформации [9]) и термополяризационный
эффект (появление деформации из-за температур-
ного градиента [10]). Обычно этот эффект весьма
мал, и им можно пренебречь по сравнению с пер-
вичным и вторичным ЭКЭ.

Вторичный эффект может появляться вслед-
ствие магнитоэлектрического эффекта, но наибо-

лее часто он возникает из-за наличия деформа-
ции, существующей благодаря пьезоэффекту или
эффекту электрострикции. Кроме того, заметный
вклад во вторичные эффекты должно вносить теп-
ловое расширение образца. Как показывают оцен-
ки [11], вклад упругого вторичного эффекта в пол-
ный ЭКЭ составляет 19% для керамики состава
0.68 BaTiO3–0.32 SrTiO3, обладающей фазовым пе-
реходом первого рода. Для сегнетоэлектрических
пленок, свойства которых сильно зависят от упру-
гих напряжений [12], вклад вторичного эффекта
должен быть больше.

Строго говоря, наличие взаимодействующих по-
лей означает, что калорический эффект в керами-
ке должен рассматриваться как мультикалориче-
ский [9]. Ниже за изучаемым эффектом сохраним
название ЭКЭ, так как исследуется изменение теп-
ловых свойств сегнетоэлектрика, связанное с изме-
нением электрического поля.

Зависимость ЭКЭ от размера d хоть и изуча-
лась во множестве работ как экспериментально, так
и теоретически, но проведенные исследования не
позволяют однозначно указать оптимальный раз-
мер гранул, при котором ЭКЭ достигает наиболь-
шего значения. Согласно экспериментальным изме-
рениям, максимум ЭКЭ может достигаться как при
d = 10мкм [6], так и при d = 2.5мкм [5]. Подоб-
ный разброс объясняется вариативностью техноло-
гических процессов получения керамики, которая
приводит к различающейся микроструктуре и раз-
личному распределению зерен по размерам [6]. Для
керамик x Pb(Mg1/3Nb2/3)O3 − (1 − x) PbTiO3 при
x = 0.9 и x = 0.7 максимум ЭКЭ достигается при
d = 3.6мкм и d = 2.2мкм соответственно [13].

Таким образом, для нахождения оптимального
размера гранул можно ограничиться интервалом
0.2мкм < d < 30мкм. При этом предположении тре-
тичный эффект в (1) можно учитывать приближен-
но (π3 < π2 � π1), но пренебрежение вторичным
эффектом ведет к недопустимо большой ошибке, и
его необходимо принимать во внимание.

Поликристаллические пленки представляют со-
бой совокупность гранул. Каждая гранула состоит
из сегнетоэлектрического ядра, которое окружено
переходным слоем толщиной порядка 1–2 нм с ди-
электрической проницаемостью ε ∼ 100–200 (dead
layer, passive layer) [14, 15]. Существование пере-
ходного слоя объясняется различными причинами
(наличием барьера Шоттки, точечными дефектами,
особенностями микроструктуры и т. д.), но незави-
симо от причин возникновения этого слоя его вклад
в электрические свойства гранулы можно заменить
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Рис. 1. Схема моделирования керамики: a — реальная гранула сегнетоэлектрической керамики с доменной структурой,

определяющей поляризацию; b — пятифазная модель гранулы керамики, включающая два диэлектрических слоя и слой

воздуха; c — упрощенная модель керамической гранулы, содержащая один эффективный диэлектрический слой

на вклад диэлектрического слоя с некоторой ди-
электрической проницаемостью εd [16]. Такая за-
мена возможна, если объем переходного слоя мно-
го меньше объема гранулы. При рассматриваемых
соотношениях между толщиной диэлектрического
слоя и размером гранулы это предположение, оче-
видно, выполняется. Наличие переходного слоя при-
водит к существенному изменению свойств сегнето-
электрика. В частности, если размер гранулы мень-
ше некоторого критического значения, оцениваемо-
го в 10–30 нм для BaTiO3, то спонтанная поляриза-
ция в таких сегнетоэлектриках отсутствует [14, 17].

Существуют модели, где учитывается не один
диэлектрический слой, а два. В модели работы [18]
внутреннее ядро является сегнетоэлектриком, нахо-
дящимся в тетрагональной фазе. Внешний слой так-
же сегнетоэлектрик, но в кубической фазе. Для этих
областей постоянные атомной решетки не изменя-
ются, а для промежуточного слоя эти величины ли-
нейным образом зависят от координаты и обеспечи-
вают переход от тетрагональной к кубической фазе.

Помимо одного или двух диэлектрических сло-
ев при моделировании керамики следует принимать
во внимание промежутки между гранулами — по-
ры, которые заполнены газообразной средой, содер-
жащей смесь воздуха и пары пластификатора. На-
личие воздуха может быть учтено введением еще
одного слоя, окружающего ядро гранулы, толщина
которого определяется отношением плотности кера-
мики к плотности кристаллического BaTiO3 [6]. В
результате получаем модель с тремя переходными
слоями.

Эту модель можно упростить, если воздушный
и оба диэлектрических слоя заменить на один эф-
фективный, свойства которого определяются свой-
ствами составляющих слоев. Для сферических пье-

зоэлектрических слоев постоянной толщины выра-
жения для упругих и электрических постоянных эф-
фективного слоя получены в работе [19]. К сожале-
нию, толщина воздушного слоя, в отличие от ди-
электрического, очень сильно меняется. Ввиду это-
го при задании свойств переходного слоя приходит-
ся использовать только качественные оценки. Таким
образом, в качестве основной модели для изучения
свойств керамики может рассматриваться система
ядро–оболочка (core–shell), см. рис. 1.

Естественно предполагать, что ядро является се-
гнетоэлектрическим и его свойства описываются мо-
делью ГЛД. В качестве формы ядра может рассмат-
риваться шар, сфероид или эллипсоид. Эллипсои-
дальная модель гранулы приводит к появлению эл-
липтических интегралов как в случае чисто элек-
тростатической задачи [20], так и для пьезоэлектри-
ческой среды [21] и не может быть обобщена на слу-
чай нелинейно взаимодействующих электрического
и упругого полей (электрострикции). Для сферо-
идальной модели гранулы (ядро–оболочка) реше-
ние электростатической задачи найдено в работе [22]
при линейной зависимости поляризации от электри-
ческого поля.

В случае скалярной нелинейной модели ГЛ, да-
же без учета электроупругих эффектов (пьезоэлек-
тричества, электрострикции), явные формулы воз-
можно выписать только для электрического поля,
параллельного одной из осей сфероида [23]. Учет
упругости приводит к тому, что даже для сфери-
ческой формы ядра строгое аналитическое решение
задачи электроупругости не удается получить из-за
нелинейности свойств сегнетоэлектрика. Ее влияние
на свойства гранулы можно учесть лишь при неко-
торых упрощающих предположениях, например, ес-
ли не учитывать деформацию сдвига [6]. Если счи-
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тать поляризацию в ядре постоянной, то деформа-
ция, возникающая вследствие электроупругих эф-
фектов, является однородной. Хорошо известно, что
общая однородная деформация может быть пред-
ставлена в виде суммы однородного всестороннего
(гидростатического) растяжения (или сжатия) и од-
нородного сдвига [24]. Наличие сдвига приводит к
появлению дополнительных компонент в электриче-
ском поле и поляризации, т. е. к нарушению пред-
положения о постоянстве и однородности поляриза-
ции.

Самым простым способом избежать возникаю-
щего противоречия является пренебрежение дефор-
мацией сдвига. Так как среднее значение деформа-
ции сдвига по шару равно нулю [24], суть подхода,
предложенного в работе [6], заключается в замене
локальных значений деформации в уравнении ГЛ
на их средние по шару значения.

Некоторые характеристики керамики могут
быть получены при использовании метода усред-
нений [15]. К сожалению, теория усреднений
композитных сред хорошо разработана лишь
для линейных уравнений [25–27] и не позволяет
определять нелинейные свойства керамики. На-
пример, можно с некоторой точностью определить
значение постоянной Кюри C и температуры Кю-
ри –Вейсса T0 [15]. Но температура TC , при которой
спонтанная поляризация теряет стабильность, мо-
жет быть получена только при решении нелинейных
уравнений. Кроме того, методы усреднения дают
более-менее точные формулы только тогда, когда
концентрация включений не слишком значительна.
В поликристаллической керамике гранулы состав-
ляют большую часть, их концентрация велика, что
означает чрезвычайно низкую точность формул
композитных сред для сегнетоэлектрической кера-
мики. И, наконец, теория усреднения композитных
сред предполагает одинаковые форму и размер
включений.

Диэлектрическая проницаемость системы для
всех формул усреднения композитных сред являет-
ся непрерывной функцией от диэлектрической про-
ницаемости включений и матрицы. Если диэлектри-
ческая проницаемость включения имеет скачок, то
и диэлектрическая проницаемость всего компози-
та также имеет скачок. Для керамики это означает
наличие разрывов первого рода для ее диэлектри-
ческой проницаемости, вычисленной по формулам
усреднения композитов. Поскольку фазовый пере-
ход в керамике является размытым и диэлектриче-
ская проницаемость является непрерывной функци-
ей температуры, формулы усреднения композитов

для описания диэлектрической проницаемости ке-
рамики непригодны по крайней мере в некоторой
окрестности фазового перехода.

Использование простых моделей линейной тео-
рии усреднения приводит к весьма неточной форму-
ле для диэлектрической проницаемости керамики,
причем некоторые другие важные характеристики
(коэффициент управляемомости, температура фа-
зового перехода) в рамках указанного подхода не
могут быть получены. Следовательно, для коррект-
ного описания свойств керамики нужно рассматри-
вать модель гранулы, основанную на нелинейных
уравнениях.

В данной работе исследуется модель гранулы,
состоящая из шарообразного сегнетоэлектрическо-
го ядра радиуса R, покрытого диэлектрической обо-
лочкой толщиной h и диаметром d = 2(R+h) и поме-
щенного в диэлектрическую среду (матрицу). Вели-
чина η = h/R является малым параметром, что поз-
воляет не учитывать величины, имеющие порядок
η3 и выше. Отношение объемов переходного слоя
и сегнетоэлектрического ядра, как нетрудно прове-
рить, равно 3η. Следовательно, при нахождении ад-
дитивных физических величин для гранулы (напри-
мер, теплоемкости) можно пренебречь вкладом пе-
реходного слоя. Его наличие оказывает влияние на
распределение электрического и упругого полей в
ядре, что приводит к изменению свойств гранулы.

Предполагается, что поляризация и напряжен-
ность электрического поля имеют только одну ком-
поненту, которые обозначим через P и E. Пред-
положения о наличии только одной компоненты у
P и E достаточно при исследовании ЭКЭ, так как
наибольшие значения ЭКЭ достигаются при темпе-
ратурах, близких к температуре фазового перехо-
да от кубической к тетрагональной фазе. Зависи-
мость P (E) в ядре описывается полиномом пятого
порядка, т. е. скалярной моделью ГЛ, учитывающей
электрострикционные явления. Из-за нелинейности
уравнений ГЛД любое изменение, ведущее к появле-
нию нескольких компонент поляризации, приводит
к задачам, для которых получение точных аналити-
ческих решений невозможно. В силу этого исполь-
зуется упрощающее предположение о замене дефор-
мации в шаре на ее средние значения, ранее исполь-
зовавшееся в работе [6].

Электрострикционные свойства диэлектрическо-
го слоя описываются также в упрощенном вариан-
те. Электрическое поле в матрице вдали от гранулы
считается однородным. Помимо этого предполагает-
ся, что на гранулу со стороны матрицы действует
гидростатическое давление p, возникающее вслед-
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ствие электрострикции в матрице. Также предпола-
гается, что из-за различия коэффициентов темпе-
ратурного расширения и постоянных решетки рас-
сматриваемых сред в матрице, оболочке и грануле
имеется деформация несоответствия. Чтобы понять
характер зависимости свойств керамики от фор-
мы гранулы, параллельно со сферической моделью
гранул исследуется цилиндрическая, поскольку шар
и бесконечный цилиндр можно рассматривать как
предельные случаи сфероида.

Основной целью работы является получение ана-
литических выражений для электрического и упру-
гого полей в рассматриваемой системе ядро–оболоч-
ка–матрица и анализ зависимости диэлектрической
проницаемости и ЭКЭ от R. Решение задачи элек-
троупругости в трехфазной среде в отсутствие доме-
нов получено в разд. 2, а влияние доменов рассмат-
ривается в разд. 3. Исследование ведется исключи-
тельно в рамках теории ГЛ, и все явления, выходя-
щие за рамки этой теории, не рассматриваются.

2. ЭЛЕКТРОУПРУГОЕ ПОЛЕ В ГРАНУЛЕ

2.1. Основные уравнения электроупругости

для сегнетоэлектриков

Свойства сегнетоэлектриков определяются тре-
мя полями: электрическим, упругим и тепловым.
Для их описания будем использовать потенциал ϕ,
компоненты вектора смещений ui, i = 1, 2, 3, и тем-
пературу T . По этим величинам определяется на-
пряженность электрического поля E = −∇ϕ и тен-
зор деформаций uik = (ui,k + uk,i)/2. Здесь и далее
индекс после запятой означает дифференцирова-
ние по соответствующей переменной, X,i = ∂X/∂xi.
Свободная энергия для кристалла кубической сим-
метрии представляется в виде суммы нескольких
слагаемых [6, 12, 15]:

F = F0 + FGL + Felast + Fstr + Fthermo , (2)

где F0 — не зависящая от поля часть свободной энер-
гии, FGL — энергия ГЛ,

FGL = a
P 2

2
+ b

P 4

4
+ c

P 6

6
− EP − ε0

E2

2
, (3)

Felast — упругая энергия,

Felast =
c11
2

(
u2
11 + u2

22 + u2
33

)
+

+ c12 (u11u22 + u22u33 + u33u11) +

+
c44
2

(
u2
12 + u2

23 + u2
13

)
, (4)

Fstr — энергия электрострикции,

Fstr = −q11u33P
2 − q12 (u11 + u22)P

2, (5)

а Fthermo — часть упругой энергии, зависящая от
температуры,

Fthermo = β(u11 + u22 + u33)(T − Tg). (6)

Здесь {a, b, c} — феноменологические параметры
ГЛ, {c11, c12, c44} — упругие постоянные в мат-
ричных обозначениях (Фойгта), {q11, q12} — элек-
трострикционные коэффициенты, Tg — темпера-
тура, при которой термоупругие деформации от-
сутствуют, а коэффициент β связан с коэффи-
циентом теплового расширения α соотношением
β = −(c11 + 2c12)α. От температуры T в стан-
дартной модели ГЛ зависит только коэффициент
a = a0(T − T0), где a0 = 1/ε0C, T0 — температура
Кюри –Вейсса, т. е. температура появления метаста-
бильной параэлектрической фазы, C — постоянная
Кюри и ε0 — электрическая постоянная. Свободная
энергия ГЛ аппроксимируется многочленом шестой
степени (3), но никаких ограничений на аппроксима-
цию многочленом более высокой степени не возника-
ет. В дальнейшем в свободную энергию (2) добавим
градиентные слагаемые, вызванные существовани-
ем доменов.

Варьирование свободной энергии (2) по поляри-
зации, компонентам вектора смещения и потенциалу
приводит к уравнению ГЛ ∂F/∂P = 0, закону Гука
σij = ∂F/∂uij и определению электрического сме-
щения D = ε0E + P . Выпишем в развернутом виде
уравнение ГЛ, связывающее напряженность элек-
трического поля и поляризацию:

E = aP+bP 3+cP 5−2P [q12(u11 + u22) + q11u33]. (7)

Закон Гука при наличии электрострикции и тепло-
вого расширения принимает вид

σ11 = c11u11 + c12u22 + c12u33 +

+ β(T − Tg)− q12P
2,

σ22 = c12u11 + c11u22 + c12u33 +

+ β(T − Tg)− q12P
2, (8)

σ33 = c12u11 + c12u22 + c11u33 +

+ β(T − Tg)− q11P
2,

σ23 = 2c44u23, σ13 = 2c44u13, σ12 = 2c44u12.

Для двумерной задачи закон Гука получается из (8)
отбрасыванием части слагаемых, пропорциональ-
ных u2,i, i = 1, 2, 3. Помимо соотношений (7), (8) вве-
денные величины должны удовлетворять стандарт-
ным уравнениям электростатики и теории упруго-
сти [8]:

divD = 0,
3∑

j=1

σij,j = 0. (9)
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Система уравнений (7)–(9) позволяет полностью
определять упругое и электрическое поля в сегне-
тоэлектрическом образце, если заданы условия на
внешних границах образца и границах раздела раз-
личных сред. В дальнейшем внутренние границы
будем считать свободными от зарядов, что при-
водит к непрерывности нормальной составляющей
электрического смещения. В задаче упругости бу-
дем требовать непрерывность нормальных состав-
ляющих тензора напряжений.

В силу нелинейного вхождения поляризации в
уравнение (7) и в закон Гука (9) аналитическое ре-
шение системы (7)–(9) можно получить только в
редких случаях. Одним из таких случаев является
постоянство поляризации и деформации в сегнето-
электрике. Эта возможность реализуется в неогра-
ниченном пространстве, когда решением уравне-
ния (8) является

u11 = u22 = α(T − Tg) +Q12P
2,

u33 = α(T − Tg) +Q11P
2.

(10)

Здесь Q12, Q11 — коэффициенты электрострикции,
связанные с напряжением [12], несколько различаю-
щиеся в плоской и пространственной задачах. Соот-
ношения (10) означают, что тепловое расширение не
зависит от направления, а различие коэффициентов
электрострикции приводит к различной деформа-
ции по направлению электрического поля и поперек
него. Постоянство поляризации позволяет вначале
решать упругую задачу, а затем использовать полу-
ченное решение при исследовании уравнения ГЛ (7).
Подчеркнем, что постоянство P требуется только в
сегнетоэлектрическом ядре. В переходном слое и в
матрице поляризация и деформация могут меняться
произвольным образом в силу линейности описыва-
ющих их уравнений.

Цель дальнейшего — решение упругой задачи в
трехфазной среде (ядро–оболочка–матрица) и ис-
следование уравнения (7) при найденных значениях
деформации и напряженности электрического поля.

Наличие доменов приводит к существованию об-
ластей, в которых направление поляризации и ее
вклад в деформацию различны. Ввиду этого пред-
ставим электрическое и упругое поля в среде в ви-
де суммы двух слагаемых. Электростатическое поле
разделим на то, которое существует из-за наличия
внешнего поля Eext , и деполяризационное поле, вы-
званное скачком поляризации на границе ядра. Ана-
логичным образом поступим с упругим полем.

2.2. Электростатическое поле в грануле

Одновременно будем рассматривать сфериче-
скую и цилиндрическую модели гранулы, посколь-
ку уравнения электроупругости для цилиндриче-
ских и сферических координат различаются толь-
ко несколькими коэффициентами. Параметр, кото-
рый сопоставляется этим двум моделям, обозначим
через n: n = 2 для сферической модели и n = 1

для цилиндрической. Будем полагать, что ядро име-
ет форму шара или круга (цилиндра) и обозначим
его радиус через R.

Введем систему координат (r, ϑ), начало которой
разместим в центре ядра. Здесь r — расстояние до
начала координат, а ϑ— полярный угол (см. рис. 1c).
Гранула помещена во внешнее электрическое поле,
напряженность которого есть Eext и которое направ-
лено параллельно оси z. Радиус внешней оболочки
обозначим через R + h, где h — толщина диэлек-
трического слоя. Отношение η = h/R считается ма-
лым, но требование малости η является чисто фи-
зическим, поскольку при уменьшении R и фикси-
рованном h возникает необходимость строго учиты-
вать третичные (градиентные) эффекты. Диэлек-
трические проницаемости слоя и матрицы обозна-
чим через εd и εm. В дальнейшем индексами «f»,
«d», «m» будем снабжать (там, где это необходи-
мо) физические величины в ядре, слое и матрице.
Электрическое и упругое поля в шаре удовлетворя-
ют уравнениям (7)–(10). Для упрощения вычисле-
ний будем предполагать, что матрица и слой не об-
ладают ни пьезоэлектрическими, ни электрострик-
ционными свойствами. Вначале рассмотрим элек-
трическое и упругое поля в отсутствие доменов.

Наличие решения P0 у системы (7)–(9) приво-
дит к существованию потенциала ϕ0 даже в отсут-
ствие внешнего электрического поля Eext . Так как
ϕ0 и связанное с ним упругое поле не меняются при
изменении Eext , вклада в диэлектрическую прони-
цаемость они не дают. Ввиду этого в дальнейшем
под потенциалом ϕ будем понимать ту часть потен-
циала, которая вызвана наличием внешнего поля.
Этот потенциал в трехфазной системе ядро–грану-
ла–матрица будем отыскивать точно в таком же ви-
де, как и для диэлектрического шара, покрытого ди-
электрической оболочкой [15, 23]:

ϕm =

(
−r +Am

Rn+1

rn

)
Eext cosϑ, r > R+ h,

ϕd =

(
A1r +A2

Rn+1

rn

)
Eext cosϑ, R < r < R+ h, (11)

ϕf =AfEextr cosϑ, r < R.
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При любых значениях постоянных Am, A1,2, Af по-
тенциалы (11) являются решениями уравнения Ла-
пласа, к которому сводится первое уравнение в (9).

Для определения перечисленных постоянных об-
ратимся к граничным условиям непрерывности по-
тенциала и нормальной компоненты электрического
смещения. Подстановка (11) в граничные условия
приводит к системе линейных алгебраических урав-
нений

−1 +Am = A1 +A2ρ,

−1− nAm = (A1 − nA2ρ)εdm,

A1 +A2 = Af ,

εd(B1 − nB2) = Af +
P − P0

ε0
.

(12)

Здесь введены обозначения ρ = Rn+1/(R+ h)n+1 =

= 1/(1 + η)n+1, εdm = εd/εm . От толщины слоя в
системе (12) зависит только коэффициент ρ. В слу-
чае диэлектрического шара в правой части послед-
него уравнения системы (12) влияние поляризации
описывается множителем εf перед коэффициентом
Af , а сама поляризация отсутствует. При нелиней-
ной зависимости поляризации от электрического по-
ля эти величины необходимо рассматривать по от-
дельности.

Для записи решений системы (12) введем обозна-
чения

b11 = εd(n+ 1), b21 = εdm + n− ρn(1− εdm),

b12 = −(1 + εdn), b22 = ρn(1− εdm), (13)

Δ = b11b22 − b12b21, κf =
(n+ 1)b11

Δ
, λf =

b21
Δ

.

Выпишем только значения электрического поля в
грануле:

Ef = κfEext +
λf
ε0

(P − P0). (14)

Коэффициент κf назовем формфактором, λf — ко-
эффициентом вторичной деполяризации, так как
наличие первичного деполяризующего поля уже
учтено в формфакторе. Отметим, что формула (14)
является точной, вытекает из системы (12) при по-
мощи элементарных алгебраических преобразова-
ний и никаких приближений не содержит. В эту
формулу входят два значения электрического поля,
вследствие чего она применима для описания нели-
нейных сред.

После определения электрического поля в грану-
ле для нахождения поляризации из уравнения ГЛ
остается только найти тензор деформаций. Реше-
нию этой задачи посвящен следующий раздел.

2.3. Деформации в трехфазной среде

Хорошо известно, что в диэлектрическом шаре
или цилиндре, расположенном в диэлектрическом
пространстве и помещенном в однородное внешнее
поле, электрическое поле внутри является однород-
ным. Для сегнетоэлектрического шара сохранение
этого свойства возможно в том случае, когда тен-
зор деформации в шаре постоянен. Из предположе-
ния об однородности поляризации в уравнениях (8)
вытекает однородность деформации. Общая одно-
родная деформация может быть представлена в ви-
де суммы однородного всестороннего (гидростати-
ческого) растяжения (или сжатия) и однородного
сдвига [24]. Наличие сдвига приводит к появлению
зависимости деформации от угла ϑ, т. е. к нару-
шению предположения об однородности поляриза-
ции. Поскольку среднее значение деформации сдви-
га по шару равно нулю [24], этой частью деформа-
ции можно пренебречь и рассматривать только все-
стороннее сжатие.

В силу симметрии как нагрузки, так и исследуе-
мой системы единственной отличной от нуля ком-
понентой вектора смещения будет радиальная ur.
Ненулевые компоненты тензора деформации при
этом имеют вид [24]

urr = ur,r, uϑϑ = ur/r.

На границах разделов сред (при r = R, R+h) долж-
ны быть непрерывны смещение ur и σrr. При отсут-
ствии гранулы в матрице задается ненулевая ком-
понента тензора деформации σ

(m)
rr = −p. Давление

p включает в себя силу, возникающую вследствие
различных коэффициентов температурного расши-
рения, электрострикции в матрице и деформации
несоответствия с переходным слоем.

Для удобства записи последующих вычислений
введем обозначения

Kn = c11 + nc12, μ = с11 − c12.

Коэффициент Kn есть коэффициент всестороннего
сжатия, а коэффициент μ с точностью до множите-
ля 2 совпадает с одним из коэффициентов Ламе [24].
В ядре из деформации выделим однородное сжатие,
вызванное электрострикцией Qnf P

2, где Qn — сред-
нее значение электрострикционных коэффициентов,

Q2 = (Q11 +Q12)/2,

Q3 = (Q11 + 2Q12)/3.

Предположим, что в переходном слое никакие силы
не действуют. Принимая во внимание общее реше-
ние уравнений упругости в случае гидростатических
сил [24] и условия в нуле и на бесконечности, будем
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отыскивать радиальную компоненту вектора смеще-
ния в виде

u(m)
r = − pr

Knm
+Bm

Rn+1

rn
, r > R+ h,

u(d)
r = B1r +B2

Rn+1

rn
, R < r < R+ h,

u(f)
r =

(
Qnf P

2 +Bf

)
r, r < R.

(15)

Для нахождения неизвестных коэффициентов
Bm, B1,2, Bf из граничных условий получаем
систему

Bf −B1 −B2 = −QnP
2,

B1 +B2ρ− Bmρ = − p

Knm
,

BfKnf −B1Knd − nB2μnd = −QnKnf P
2,

B1Knd + nρB2μd + nρBmμm = −p.

(16)

Представим давление p в виде слагаемого,
пропорционального разности температур T − Tg,
и слагаемого p0, не зависящего от температу-
ры, p = p0 + ᾱ(T − Tg). Здесь ᾱ — некоторый
эффективный коэффициент температурного рас-
ширения, определяемый различием коэффициентов
αm, αd, αf . Поскольку в правой части системы (16)
имеются три различные величины, ᾱ(T − Tg), p0 и
QnP

2, каждый коэффициент Bi представляется в
виде трех слагаемых:

Bi = p0Bip +QnP
2Biq + ᾱ(T − Tg)BiT , (17)

i = m, 1, 2, f.

Введенные коэффициенты Bip,q,T определяются
только упругими коэффициентами трех фаз и
коэффициентом ρ, который задает зависимость от
размера гранулы. Их явный вид не выписываем
в силу их громоздкости. Из определения тензора
деформаций и закона Гука (8) получаем следу-
ющие выражения для тензоров деформации и
напряжений:

u11 = u22 = u33 = QnP
2 +Bf =

= (Bfq +Qn)P
2 + ᾱ(T − Tg)Bfα + p0Bfp, (18)

σ11 = σ22 = σ33 =

= Knf u11 +Knf ᾱ(T − Tg)−QnKnf P
2. (19)

Равенств (7), (13), (14), (18) достаточно для описа-
ния зависимости поляризации в грануле от темпера-
туры и электрического поля для монодоменного се-
гнетоэлектрика. Напомним, что для цилиндра сле-
дует положить u22 = 0, σ22 = 0.

3. УЧЕТ ДОМЕННЫХ СТЕНОК

3.1. Модель Киттеля –Мицуи –Фуруиши

В приведенных выше рассуждениях влияние
доменов на электроупругое поле не учитывалось,
что возможно для монодоменного сегнетоэлектри-
ка. Поскольку, начиная с некоторого размера гра-
нулы, число доменов возрастает с увеличением раз-
мера гранулы, необходимо при расчетах принимать
во внимание и доменную структуру в грануле. Су-
ществование периодических термодинамически ста-
бильных доменов с противоположно направленны-
ми магнитными полями было впервые предсказано
Ландау и Лифшицем в 1935 г. [28]. Наличие доме-
нов минимизирует деполяризационное поле, возни-
кающее из-за разрыва намагниченности на границах
образца. Учет энергии доменных стенок позволяет
найти зависимость периода w доменной структуры
от толщины образца H . Спустя 11 лет Киттель [29]
пришел к выводу, что w ∝ √

H . Для сегнетоэлек-
триков аналогичную зависимость впервые получили
Мицуи и Фуруиши [30]. Вследствие этого, модель
доменной структуры, в которой толщиной домен-
ной стенки пренебрегают, в теории сегнетоэлектри-
чества принято называть моделью Киттеля –Ми-
цуи –Фуруиши (КМФ) [31]. Период w в этой моде-
ли определяется минимумом свободной энергии, в
которую входит энергия доменных стенок и элек-
тростатическая энергия деполяризующего поля. Со-
ставляющие свободной энергии по-разному ведут се-
бя при w → 0 и w → ∞: если одна составляющая
неограниченно возрастает, то вторая убывает до ну-
ля. Из-за этого и существует значение w, которое
дает минимум свободной энергии.

В данной статье идеи указанных выше работ ис-
пользуются для определения зависимости расстоя-
ния между доменными стенками (толщины доме-
нов w) в сегнетоэлектрическом шаре или цилиндре,
покрытом диэлектрической оболочкой и помещен-
ном в диэлектрическую матрицу. Представим часть
термодинамического потенциала FD, зависящую от
существования доменов, в виде суммы трех слагае-
мых:

FD = FDW + Fdep + FDelast , (20)

где FDW — энергия доменных стенок, Fdep — энер-
гия деполяризации, FDelast — часть упругой энер-
гии, зависящая от доменов.

Рассмотрим шар радиуса R, в котором имеется
ламинарная доменная структура (см. рис. 1b). Будем
рассматривать случай, когда число доменов N вели-
ко,N  1. Расстояние между доменами предполага-
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ется постоянным и связанным с их числом простым
соотношением w = 2R/N . Энергию одиночной до-
менной стенки обозначим через ζ. Тогда удельная
энергия всех доменных стенок есть

FDW =
ζ

V

N−1∑
n=1

Sn =
ζ

w
− ζw

4R2
, (21)

где V — объем шара, Sn — площадь доменной стен-
ки с номером n. Вторым слагаемым в (21) будем
пренебрегать, так как оно может быть включено в
оставшуюся часть энергии FD, пропорциональную
w. Для круга формула (21) остается справедливой,
если заменить объем шара V на площадь круга. Ме-
няется только второе слагаемое.

Как следует из экспериментальных результатов
работы [32], наличие свободных зарядов на границах
гранулы уменьшает электрическое поле, связанное
с доменами, до пренебрежимо малых значений, т. е.
можно положить Fdep = 0. Это означает, что из-
менение поляризации, особенно сильное вблизи вы-
хода доменов на границу ядра, приводит к непри-
менимости модели ГЛ и необходимости выхода за
ее пределы. Ввиду этого будем использовать общие
свойства FDelast и малость параметра w/R. Для это-
го разложим FDelast в ряд Маклорена по степеням
w/R и ограничимся только двумя первыми ненуле-
выми членами ряда. Постоянное слагаемое в этом
ряду будет отсутствовать, так как при w → 0 упру-
гая энергия, связанная с доменами, исчезает,

FDelast = U1
w

R
+

U2

2

w2

R2
. (22)

Коэффициенты U1 и U2 есть постоянные, которые
равны соответственно первой и второй производным
от FDelast по w/R при w = 0. Для последующих вы-
кладок удобнее заменить разложение (22) на экви-
валентное ему:

FDelast = U1
w

R

(
1 + t

w

R

)−1

, (23)

в котором параметр t = −U2/2U1. Выбор разложе-
ния (23) вместо (22) продиктован следующими об-
стоятельствами. Во-первых, аналогичный (23) вид
имеет разложение деполяризующей энергии в зада-
че о доменах в полосе [31,33]. Во-вторых, при боль-
ших значениях w выражение (22) приводит к росту
FDelast , а из общефизических соображений следу-
ет, что эта энергия остается конечной, что соответ-
ствует разложению (23). И наконец, разложение (23)
приводит к более простым формулам для зависи-

мости w(R). В результате приходим к следующему
выражению для FD:

FD =
ζ

w
+ U1

w

R

(
1 + t

w

R

)−1

. (24)

Условие минимальности FD позволяет определить
искомую зависимость толщины доменов от радиуса
шара:

w =
√
RLK

(
1− t

√
LK

R

)−1

. (25)

Характерная длина Киттеля в (25) определяет-
ся через параметры ζ и U1 следующим образом:
LK = ζ/U1. Как следует из формулы (25), толщи-
на w доменной структуры при больших значени-
ях R стремится к величине

√
LKR, т. е. закон Кит-

теля справедлив не только для доменной структу-
ры в слое [31], но и для шара и цилиндра. Зависи-
мость w(R) имеет минимум при некотором значении
R = Rmin . При R < Rmin толщина доменов должна
неограниченно увеличиваться при уменьшении раз-
мера гранулы. Для слоя [31, 33] увеличение проис-
ходит по экспоненциальному закону. Это связано со
свойствами решения уравнения Лапласа в плоском
случае: если по одной координате имеются осцилля-
ции, то по другой координате должно быть экспо-
ненциальное убывание или экспоненциальный рост.
В полярной и сферической системах координат ос-
циллирующее по углу решение уравнения Лапласа
по радиальной координате убывает или растет сте-
пенным образом.

Из анализа выражения (25) следует, что мини-
мальное значение F достигается при Rmin = 4t2LK ,
а при R → R∞ = t2LK толщина домена стремится
к бесконечности. Отметим, что радиусы Rmin и
R∞ связаны простым соотношением Rmin = 4R∞.
Характерную длину Киттеля выберем равной
LK = 20 нм как среднее экспериментальных зависи-
мостей w(R) [34–36]. Безразмерный параметр t при
данном значении LK может быть получен, если из-
вестно значение Rmin . Основываясь на оценках [31],
положим t = 0.5, что приводит к R∞ = 1.25 нм.

Поскольку деформация uDW
ii , вызванная суще-

ствованием доменов, в рамках теории ГЛ не опреде-
ляется, ее также оценим, исходя из общефизических
соображений. Эта деформация вызвана эффектом
электрострикции. Будем предполагать uDW

ii дефор-
мацией всестороннего растяжения, пропорциональ-
ной P 2:

uDW
11 = uDW

22 = uDW
33 = ξQP 2,

где ξ = ξ(R) — некоторый безразмерный пара-
метр. Можно показать, что при больших значе-
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ниях R > 2мкм, когда число доменных стенок
N велико, параметр ξ обратно пропорционален N ,
ξ ∝ w/R [32,37]. Данное соотношение является след-
ствием отбрасывания той части деформации, сред-
нее значение которой есть нуль. При меньших зна-
чениях радиуса отброшенные слагаемые начинают
вносить все большую погрешность. К тому же при
малых R становится трудно оценить вклад доменов
у полюсов шара. Для монодоменного состояния ве-
лична ξ не зависит от N и пропорциональна неко-
торой степени R. В качестве функции, которая при
больших R ведет себя как R−1/2, а при малых — как
R1/2, выберем корень из дробно-линейной функции.
В результате получаем

ξ = ξ0

√
LKR

R2 + s2
,

uDW
11 = uDW

22 = uDW
33 = ξ0QP 2

√
LKR

R2 + s2
,

(26)

где ξ0 и s — некоторые феноменологические пара-
метры. Как следует из (26), при R = s деформация
имеет экстремум.

Для обоснования формы зависимости ξ(R) в (26)
введем в рассмотрение коэффициент тетрагональ-
ной деформации υ, который определяется отличи-
ем отношения параметров элементарной ячейки от
единицы [31]. Коэффициент υ связан с деформацией
электрострикции простым соотношением υ = Q̂P 2,
где Q̂ есть некоторая линейная комбинация коэффи-
циентов электрострикции (формула (2) в [38]). По-
скольку именно электрострикция приводит к изме-
нению феноменологического параметра ГЛ b, зави-
симость b(R) полностью определяется зависимостью
υ(R). Значит, зависимость коэффициентов υ и ξ от
размера гранулы должна быть одинаковой.

Экспериментально полученная зависимость
υ(R) состоит из двух участков. При малых R

(R < 0.5мкм) эта зависимость является линейной,
при R > 0.7мкм зависимость υ от размера гранулы
пропадает (см. [32], рис. 6). Переход от линейной
к постоянной зависимости υ(R) происходит в
интервале 0.5мкм < R < 0.7мкм. Имеющихся
экспериментальных данных для однозначного опре-
деления зависимостей υ(R) и ξ(R) недостаточно,
поэтому в качестве аппроксимации ξ(R) выбрана
зависимость (26), которая обеспечивает переход от
линейной к постоянной зависимости как для υ(R),
так и для ξ(R).

4. ЭЛЕКТРОКАЛОРИЧЕСКИЙ ЭФФЕКТ В
СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ГРАНУЛЕ

4.1. Определение феноменологических

параметров для гранулы

При проведении расчетов будем рассматривать
керамику титаната бария и использовать известные
значения коэффициентов Ландау [39]:

a = 2.06 · 105(T − 388)Дж · м ·Кл−2,

b = −5.24 · 107Дж · м5 ·Кл−4,

c = 2.6 · 108Дж · м9 ·Кл−6.

Величины коэффициентов электрострикции и зна-
чения упругих постоянных были взяты из рабо-
ты [40]:

q11 = 14.20 · 109Дж · м ·Кл−2,

q12 = −0.74 · 109Дж · м ·Кл−2,

c11 = 27.50 · 1010Дж · м−3,

c12 = 17.90 · 1010Дж · м−3,

c44 = 5.43 · 1010Дж · м−3.

Энергия доменной стенки ζ определялась по приве-
денным выше постоянным и градиентному коэффи-
циенту g = 51·10−11Дж·м3 ·Кл−2 по формулам (25),
(26) из [40]. Как следует из формул (7), (14), (18),
(26), зависимость поляризации в грануле от внеш-
него электрического поля описывается уравнением

κ̂Eext = âP + b̂P 3 + cP 5 (27)

с параметрами термодинамического разложения
κ̂(R), â(R), b̂(R), зависящими от размера гранулы,
и постоянным коэффициентом c. Уравнение (27)
есть следствие предположения, что вклады в
феноменологические параметры ГЛ, вызванные
существованием доменов, наличием переходного
слоя, упругими свойствами гранулы, не зависят
друг от друга. Это означает, что в зависимостях
параметров κ̂(R), â(R), b̂(R) ограничиваемся только
линейными по η и ξ величинами:

κ̂ = κ + κ1 + κhη,

â = a0(1 + ka1 + ka2η)T − T0(1 + ka3 + ka4η),

b̂ = b(1 + kb1 + kb2η + kDξ).

(28)

Здесь κ есть формфактор в отсутствие переходного
слоя. Коэффициенты κ1,κh, ki, i = a1, a2, a3, b1, b2,
которые определяются упругими свойствами грану-
лы и наличием переходного слоя, могут быть полу-
чены из формул (14), (15), (17), (18) при подстановке
в уравнение ГЛ (7). Единственным коэффициентом,
который вызван существованием доменов, является
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Рис. 2. Зависимость температуры Кюри –Вейсса T0 и тем-

пературы фазового перехода TC от радиуса R шарообраз-

ной гранулы. Результаты теоретических расчетов по фор-

муле (29) представлены кривыми, символы — эксперимен-

тальные данные [42]. Для экспериментальных точек пара-

метр R соответствует половине размера гранулы

kD = −6Q2/b. В дальнейшем коэффициент перед
температурой в выражении для â обозначим через

â0 = a0(1 + ka1 + ka2η).

Определение феноменологических параметров
ГЛ начнем с формфактора. Заменим разность
(P − P0)ε0 в формуле (14) на χEf , где χ есть
относительная восприимчивость. Зависимость
электрического поля в грануле от η в первом
приближении учитывать не будем и, пренебрегая
величинами порядка χ−1, положим κ̂(R) = κ = 1.
Пренебрежение зависимостью от размера гранулы
в формфакторе возможно только для описания
некоторых эффектов, для которых зависимость от
электрического поля не является определяющей.
При нахождении коэрцитивного поля или при
описании электрического гистерезиса необходимо
считать κ функцией R.

Поскольку свойства переходного слоя, как и
величина давления p, известны весьма приблизи-
тельно, то постоянные слагаемые в феноменоло-
гических параметрах ГЛ положим равными нулю
(ka3 = 0, kb1 = 0) и будем использовать следующие
оценки для параметров: h = 2 нм, ka1 = −1, ka2 = 4.
Зависимости температуры Кюри –Вейсса T0 и тем-
пературы фазового перехода TC от размера гранулы
в соответствии с выражением (27) и теорией фазо-
вых переходов первого рода [41] задаются соотноше-
ниями

T0(R) = T0
1 + ka4η

1 + ka2η
,

TC(R) = T0(R) +
3b̂2

16â0c
.

(29)

Рис. 3. Температурная зависимость обратной диэлектри-

ческой восприимчивости χ−1 при различных значениях ра-

диуса шарообразной гранулы

Графики зависимостей T0(R) и TC(R) представле-
ны на рис. 2. Эти температуры монотонно убывают
с уменьшением размера гранулы, причем закон убы-
вания близок к гиперболическому и хорошо согласу-
ется с экспериментальными данными для керамики
титаната бария [42]. Для реальной керамики каждая
гранула имеет свою форму, и эта форма отличает-
ся от шарообразной. Поскольку керамика состоит из
множества гранул, ее свойства можно рассчитывать
исходя из усредненной формы гранул. Проведенные
в [42] измерения показали близость формы гранулы
к шарообразной, что позволяет использовать экспе-
риментальные данные этой работы для сравнения с
разработанной выше теорией.

Температурная зависимость обратной диэлек-
трической восприимчивости, рассчитанная по фор-
муле

ε0χ =
∂P

∂E
=

1

â+ 3b̂P 2 + 5cP 5
, (30)

представляется в виде

1

ε0χ
= 4â0(TC(R)− T0(R))

[
1

3
+

TC(R)− T

TC(R)− T0(R)
+

+
2

3

√
1 + 3

TC(R)− T

TC(R)− T0(R)

]
, T < TC(R), (31)

1

ε0χ
= â0(T − T0(R)), T � TC(R).

Отметим, что рассчитывалась величина χ для от-
дельной гранулы. Зависимость от температуры ве-
личины χ−1 представлена на рис. 3.

Для расчета диэлектрической проницаемости ке-
рамики необходимо принять во внимание закон рас-
пределения гранул по размерам, что приводит к ис-
чезновению точек разрыва графика [6] и различию
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диэлектрических проницаемостей керамики и гра-
нулы. Тем не менее есть несколько величин, которые
примерно одинаковы для гранулы и для керамики:
максимальные значения диэлектрической проница-
емости и температур TC и T0. Наибольшее значение
диэлектрической восприимчивости в теории ГЛ до-
стигается при температуре фазового перехода и рав-
но 1/ε0â0 [TC(R)− T0(R)]. Если имеется множество
гранул, размер которых распределен по некоторому
закону с наиболее вероятным значением R = R̄, то
для оценки максимального значения восприимчиво-
сти выберем значение при T = TC(R̄). Это значение
при любом законе распределения гранул является
сглаженным и равно полусумме предельных значе-
ний для температуры разрыва [43]:

χm(R̄) =
χ(R̄, TC(R̄) + 0) + χ(R̄, TC(R̄)− 0)

2
=

=
0.625

ε0â0(TC(R)− T0(R))
. (32)

График зависимости εm(R̄) = χm(R̄) + 1 изображен
на рис. 4. Важным моментом является наличие мак-
симума этой зависимости. Ни одна из предложен-
ных ранее моделей не могла объяснить его суще-
ствование количественно. В настоящей работе мак-
симум εm(R̄) при R = 0.6мкм объясняется пред-
ложенной зависимостью b̂(R), вызванной наличием
доменов.

При сравнении с экспериментальными данными
для εm(R̄) [42] теоретические значения диэлектри-
ческой восприимчивости (32) умножались на отно-
сительную плотность керамики, равную 0.9. Пред-
ставленные на рис. 2, 4 графики однозначно говорят
о применимости разработанной теории.

Рис. 4. Зависимость максимальной диэлектрической про-

ницаемости титаната бария от радиуса шарообразной гра-

нулы. Экспериментальные значения взяты из [42] и отве-

чают среднему размеру гранулы

4.2. Термодинамика электрокалорического

эффекта в грануле

Как уже говорилось выше, в силу малого влия-
ния переходного слоя на ЭКЭ будем принимать во
внимание только тепловые свойства ядра. Индекс у
поляризации в дальнейшем будем опускать, так как
ни слой, ни матрица в последующих рассуждениях
не участвуют. Будем считать деформацию функци-
ей температуры и поляризации. Плотность энтро-
пии S = −∂F/∂T для свободной энергии (2) имеет
вид

S = S0(T )− â0
2
P 2 − βv −

∑
i,j

σij
∂uij

∂T
. (33)

Здесь через v обозначен след тензора деформации
v = u11 + u22 + u33, а S0 = −∂F0/∂T . Отметим,
что обычно ограничиваются только первыми дву-
мя слагаемыми в правой части (33). Третье слага-
емое учитывает влияние упругой деформации, вы-
званной тепловым расширением ядра гранулы. По-
следнее слагаемое описывает эластокалорический
эффект [9]. Качественные оценки показывают, что
вклад третьего слагаемого в энтропию превосходит
вклад четвертого, а их общий вклад в часть энтро-
пии, зависящей от поля (S − S0), может составлять
до 40%, что согласуется с оценками [11]. Форму-
ла (33) является универсальной и применима для
тел произвольной формы и для произвольных про-
цессов. В частности, она описывает изменение эн-
тропии при одновременном воздействии электриче-
ского и упругого полей, т. е. при мультикалориче-
ском эффекте.

Для дифференциала энтропии в случае измене-
ния только электрического поля справедлива фор-
мула

dS =
∂S

∂T
dT +

∂S

∂Eext

dEext . (34)

Коэффициент при дифференциале электрического
поля называется пироэлектрическим коэффициен-
том, π ≡ ∂S/∂E,

π =
∂P

∂T
− β

∂v

∂Eext

−
∑
i,j

∂

∂Eext

(
σij

∂uij

∂T

)
. (35)

Разделить пирокоэффициент π на три слагаемых,
как в соотношении (1), не представляется возмож-
ным из-за нелинейного характера зависимости поля-
ризации. Первое слагаемое определяется не только
электрическим полем (первичный эффект), но и за-
висимостью от упругого поля (вторичный эффект)
и градиента поляризации (третичный эффект).

Для энтропии, задаваемой формулой (33), коэф-
фициент π в (35) отличается от широко используе-
мого равенства π = ∂P/∂T [41], поскольку дефор-
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Рис. 5. Зависимости изменения температуры ΔTGL, опре-

деляемого свободной энергией FGL, от размера шаро-

образной (а) и цилиндрической (b) гранул при различ-

ной температуре среды и изменении электрического по-

ля 2МВ/м

мация из-за эффекта электрострикции зависит от
электрического поля. Наличие дополнительных сла-
гаемых в (33) приводит к отличию величины ΔT ,
измеренной в эксперименте, от рассчитанной через
∂P/∂T . Коэффициент при дифференциале темпера-
туры выражается через теплоемкость CE при посто-
янном электрическом поле, (∂S/∂T )E = CE/T . Во
введенных обозначениях уравнение ЭКЭ в диффе-
ренциалах записывается в виде

dT = −πT

CE
dEext . (36)

Несмотря на то, что дифференциальное уравне-
ние (34) имеет очевидный интеграл S = const, изме-
нение температуры обычно записывают в виде

ΔT = −
Ef∫

Ei

πT

CE
dEext . (37)

Коэффициент γ = −πT/CE называется электрока-
лорическим коэффициентом. Формула (37) не очень
удобна для расчетов из-за наличия интеграла и из-
менения теплоемкости CE с изменением электри-
ческого поля. Поэтому предпочтительнее использо-
вать теплоемкость CP [44, 45]. Для этого в качестве
независимой переменной выберем поляризацию P ,
а напряженность электрического поля будем счи-
тать ее функцией, Eext = Eext (P ). Энтропия S не
зависит от Eext , а зависимость от поляризации вхо-

Рис. 6. a) Температурная зависимость максимального

по R изменения температуры ΔTGL при ЭКЭ и b) соответ-

ствующие размеры гранул шарообразной и цилиндриче-

ской формы при изменении электрического поля 2МВ/м

дит только через деформацию. Вклад деформации
в энтропию, вызванный эффектом электрострик-
ции, в несколько раз меньше вклада электрического
поля. Следовательно, изменение теплоемкости CE

при приложении электрического поля значительно
больше изменения теплоемкости CP , которую мож-
но считать не зависящей от поля и равной тепло-
емкости в отсутствие поля C0 = ∂S0/∂T . Измене-
нием CP = C0 в адиабатическом процессе можно
пренебречь, но можно аппроксимировать CP линей-
ной функцией от температуры [46]. Тогда изменение
температуры при ЭКЭ представляется в виде сум-
мы трех слагаемых:

ΔT = ΔTGL +ΔTthermo +ΔTelast ≡
≡ − T

CP
(ΔSGL +ΔSthermo +ΔSelast) . (38)

Здесь изменение энтропии относится только к ее ча-
сти, которая зависит от электрического поля. Изме-
нение энтропии электрострикции включено в ΔTGL.
Первое слагаемое описывает первичный ЭКЭ, вто-
рое и третье — вторичный. Основной вклад в ΔT

вносят первые два слагаемых, которые имеют вид

ΔSGL =
â0
2

(
P 2
f − P 2

i

)
, ΔSthermo = β(vf − vi). (39)

Здесь индекс «i» относится к начальному состоянию
системы, а индекс «f» — к конечному, которые за-
даются напряженностями Ei и Ef соответственно.
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Рис. 7. Температурные зависимости изменений температу-

ры ΔTthermo для различных размеров шарообразной гра-

нулы. Изменения вызваны тепловым расширением при из-

менении электрического поля 2МВ/м

Зависимости ΔTGL и ΔTthermo представлены на
рис. 5–7. Как следует из полученных кривых, за-
висимость изменения температуры от размера гра-
нулы подобна зависимости от температуры Кюри –
Вейсса: уменьшение T0, как и уменьшение R, ведет к
сдвигу максимумаΔTGL. Но зависимость от R явля-
ется более сложной, так как происходит не только
сдвиг кривой ΔTGL(R), но и изменение ее формы.
Меняется как ширина указанной кривой, так и ве-
личина максимума по температуре, представленная
на рис. 6. Наиболее сильно температурные зависи-
мости ΔTGL и ΔTthermo меняются при температуре
Кюри –Вейсса, где они имеют разрыв первого рода.
Уменьшение радиуса гранулы приводит к уменьше-
нию температуры T0, т. е. к смещению точки разры-
ва в сторону низких температур.

Следует также подчеркнуть сильную зависи-
мость ЭКЭ от формы гранулы. Величины ЭКЭ
для сферической и цилиндрической гранул стано-
вятся примерно одинаковыми только при темпера-
турах, превышающих температуру фазового пере-
хода. Также обратим внимание на различные знаки
ЭКЭ, вызванные изменением поляризации и нали-
чием теплового расширения. Как видно на рис. 7,
уменьшение суммарного ЭКЭ из-за вклада тепло-
вого расширения составляет 20–30%.

5. ВЫВОДЫ

В работе предложено рассматривать керами-
ку как нелинейную композитную среду, в которой
включения имеют форму шара, покрытого переход-
ным слоем и помещенного в диэлектрическую мат-

рицу. Свойства переходного слоя определяются как
диэлектрическим слоем, так и наличием воздушных
пор в керамике. В предположении однородности по-
ляризации удалось решить задачу электроупруго-
сти для одиночной гранулы при отсутствии доменов
и найти вклад упругих свойств гранулы в парамет-
ры уравнения ГЛ.

Учет доменов в предложенном варианте модели
КМФ для шарообразной гранулы приводит к точно
решаемым задачам электростатики и упругости, но
их решение не может быть использовано для опре-
деления зависимости феноменологических парамет-
ров ГЛ от размера гранулы из-за наличия свобод-
ных зарядов, приводящих к исчезновению деполя-
ризующего поля на границе гранулы. Зависимость
размера доменов w задавалась первыми коэффици-
ентами разложения упругой энергии гранулы в ряд
по параметру η = w/R (формула (24)). Для соот-
ветствия экспериментальной зависимости b̂(R) был
введен феноменологический параметр s (см. форму-
лу (26)), который позволил впервые количественно
описать зависимость диэлектрической проницаемо-
сти керамики от радиуса ядра R.

Зависимость свойств керамики от размера гра-
нул ранее объяснялась различными причинами:
влиянием внутренних напряжений, подвижностью
доменных стенок, изменением плотности доменной
структуры. В данной работе предложено учитывать
все перечисленные факторы не по отдельности, а од-
новременно, добавив наличие переходного слоя. В
первом приближении, в силу малости этих факто-
ров, их можно рассматривать независимо друг от
друга.

Поляризация в грануле, как показано в ра-
боте, удовлетворяет модифицированному уравне-
нию ГЛ (27), которое отличается от аналогичного
уравнения для кристалла наличием формфактора
κ̂ и параметрами термодинамического разложения
â(R), b̂(R). Коэффициент c для керамики и кристал-
ла один и тот же. Это вызвано тем обстоятельством,
что деформация при электрострикции пропорцио-
нальна квадрату поляризации и не влияет на коэф-
фициенты при более высоких степенях P .

Точно такая же ситуация должна иметь место
и для феноменологических параметров свободной
энергии ГЛД. Коэффициенты при вторых степенях
компонент вектора поляризации изменяются только
из-за наличия переходного слоя и упругих свойств
ядра. Наличие доменной структуры наиболее силь-
но влияет на параметры разложения при четвертой
степени поляризации, а коэффициенты при более
высоких степенях от размера гранулы не зависят.
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Зависимости параметров â(R), b̂(R) определяют-
ся разными физическими причинами. Для коэффи-
циента â эта зависимость диктуется упругими свой-
ствами гранулы и наличием переходного слоя. Су-
ществование доменных стенок на коэффициент â

влияния не оказывает из-за наличия свободных за-
рядов. Наоборот, параметр b̂ наиболее сильно зави-
сит от существования доменов. Температурная за-
висимость деформации приводит к зависимости по-
стоянной Кюри от размера гранул, заметной только
при малых R. Более сильный размерный эффект де-
монстрирует зависимость температуры T0(R). Зави-
симость â(R) является монотонной, а величина b̂(R)

имеет экстремум при R = s, который обеспечивает
максимум диэлектрической проницаемости при дан-
ном размере гранулы.

Учет слагаемых в выражении для свободной
энергии (2), связанных с упругим полем, приво-
дит к появлению дополнительных членов в энтро-
пии (33), которые учитывают влияние вторичных
эффектов, вызванных взаимодействием электриче-
ского и упругого полей. Влияние третичных эф-
фектов является заметным только вблизи доменных
границ. Можно показать, что для R = 0.6мкм вклад
температурной зависимости энергии доменных сте-
нок в энтропию гранулы составляет порядка 1% от
вклада SGL.

Выведенные выражения для параметров термо-
динамического разложения позволяют определять
не только тепловые, но и другие физические ха-
рактеристики гранулы (спонтанную поляризацию,
коэрцитивную силу, гистерезисную кривую, пьезо-
электрические модули) и описывать их зависимость
от размера гранулы. Полученные зависимости ЭКЭ
для гранул сферической и цилиндрической формы
однозначно указывают на сильную зависимость ве-
личины изменения температуры от формы грану-
лы. Наибольшее изменение температуры практиче-
ски во всем температурном диапазоне достигается
для шарообразной гранулы.

Для полного описания свойств керамики, по-
мимо выведенных в работе формул, необходимо
знать еще функцию распределения гранул по разме-
рам. Нормальное распределение достаточно точно
описывает диэлектрическую проницаемость вблизи
температуры фазового перехода и выше этой тем-
пературы. При T < T0 точность нормального рас-
пределения заметно уменьшается [6, 47]. Увеличе-
ние погрешности, на наш взгляд, вызвано зависи-
мостью параметра b̂ от наличия доменов, существу-
ющих только в сегнетофазе. Кроме того, для точно-
го описания температурной зависимости диэлектри-

ческой проницаемости необходимо уточнение вида
распределения гранул по размерам, учитывающего
наличие гранул как с тетрагональной, так и с орто-
ромбической фазой.

При нахождении упругих напряжений и поля-
ризации в грануле матрица считалась диэлектриче-
ской и ее воздействие на гранулу задавалось давле-
нием p. Это позволяет использовать разработанную
в работе теоретическая модель при расчете свойств
магнитоэлектрических композитов. В этом случае
матрица является магнитострикционным материа-
лом, а давление p возникает вследствие эффекта
магнитострикции и разности коэффициентов тепло-
вого расширения ядра, слоя и гранулы. Результа-
ты расчетов по формулам настоящей работы ясно
показывают наличие сильной зависимости диэлек-
трической проницаемости и ЭКЭ в грануле сегне-
тоэлектрической керамики от ее размеров. Разрабо-
танная теоретическая модель позволяет описывать
эти свойства количественно и может быть использо-
вана для оптимизации пироэлектрического и элек-
трокалорического эффектов.
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