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На примере гетерогенной системы жидкость–жидкость, в которой протекает экзотермическая ре-
акция, исследованы типы стационарных состояний проточного реактора идеального смешения в
зависимости от параметров процесса, в частности, от параметра, не влияющего на положение ста-
ционарных состояний. Показано, что изменение “грубых” стационарных состояний происходит
через вырожденные стационарные состояния.
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ВВЕДЕНИЕ
Информация о динамическом поведении хи-

мических реакторов является основой технологи-
ческих процессов в различных отраслях промыш-
ленности как с точки зрения безопасности, так и
в связи с экономической эффективностью. Для
оценки безопасных условий работы реакторов, в
которых протекают гомогенные экзотермические
реакции, используются результаты теории тепло-
вого воспламенения, основы которой заложены
акад. Н.Н. Семёновым [1] и Д.А Франк-Каменец-
ким [2]. Используются также результаты теории
горения Р.М. Зайделя и акад. Я.Б. Зельдовича [3],
которая успешно применяется для математического
моделирования и определения устойчивых режимов
работы проточных реакторов вытеснения с гомоген-
ными системами, что необходимо для оценки эко-
номической эффективности их работы.

Все основополагающие результаты, представ-
ленные в работе [4], в настоящее время использу-
ются в математических моделях реакторов иде-
ального смешения. Такие модели, как правило,
описываются системой двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений [5, 6]. Все значитель-
но усложняется при переходе к системе трех и бо-
лее дифференциальных уравнений [7–9], когда

для трактовки результатов применяется много-
мерное фазовое пространство. Сказанное в пол-
ной мере относится и к гетерогенным системам,
которые находят широкое применение при про-
изводстве взрывчатых веществ [10], экстракции
радиоактивных и редкоземельных элементов [11].
В радиохимической промышленности использу-
ются противоточные реакторы вытеснения, эф-
фективность работы которых зависит от разности
плотностей дисперсионной среды и дисперсной
фазы.

Естественно, гетерогенность системы, т.е. ве-
личина коэффициента распределения между фа-
зами, должна оказывать влияние на тип и устой-
чивость стационарных состояний. Поэтому цель
настоящей работы – исследования области мно-
жественности стационарных состояний, их типов
и зависимостей от параметров процесса на при-
мере проточного реактора идеального смешения
с гетерогенной системой жидкость–жидкость с
использованием схемы [12], в которой провели
анализ устойчивости при изменении параметра,
не влияющего на положение стационарного со-
стояния, но определяющего его структуру.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
1. Физическая модель

В проточный реактор идеального смешения
поступает заранее приготовленная гетерогенная
реакционная система жидкость–жидкость с объ-
емной скоростью q. Дисперсионная среда пред-
ставляет собой раствор компонента A, а дисперс-
ная фаза – раствор компонента B. Дисперсионная
среда экстрагирует компонент B из дисперсной
фазы, и далее реакция между компонентами A и B
протекает гомогенно в дисперсионной среде. Ре-
акция экзотермическая и бимолекулярная. Пред-
полагаем для простоты, что реагент A взят в из-
бытке. Поэтому кинетика реакции описывается
уравнением псевдопервого порядка, а концен-
трация реагента A в дисперсионной среде входит
в выражение для наблюдаемой константы скоро-
сти. Будем также считать, что тепло, выделяемое
в ходе реакции, идет на нагрев вводимой в реак-
тор реакционной смеси и, кроме того, отводится
в окружающую среду (теплообменник).

2. Математическая модель
Модель процесса сформулирована при следу-

ющих основных допущениях:
– перенос компонента A в дисперсную фазу

отсутствует;
– равновесие на границе фаз устанавливается

мгновенно;
– теплообмен между фазами интенсивен,

вследствие чего температуры их равны;
– теплообмен реактора с теплообменником

осуществляется по закону Ньютона;
– теплофизические характеристики дисперсион-

ной среды и дисперсной фазы равны и постоянны.
Введем следующие обозначения: δ – коэффи-

циент массоотдачи, Σ – удельная поверхность
раздела фаз, q – удельный объемный расход, [BA] –
концентрация реагента B в дисперсионной среде,
[B] – его концентрация в дисперсной фазе, [B]0 –
его же концентрация на входе в реактор, ε – коэф-
фициент распределения (отношение концентрации
реагента B на межфазной поверхности со стороны
дисперсионной среды к его концентрации в дис-
персной фазе), V – объем реактора, c и ρ – соот-
ветственно удельная теплоемкость и плотность
реакционной смеси, Q – тепловой эффект реак-
ции, α – коэффициент теплообмена, S – поверх-
ность теплообмена реактора с теплообменником,
T0 – температура теплообменника, TEN – темпе-
ратура смеси на входе в реактор, T – температура
смеси в реакторе, k – предэкспоненциальный
множитель, E – энергия активации, R – универ-
сальная газовая постоянная.

Тогда математическая модель процесса описыва-
ется системой трех дифференциальных уравнений:

1) кинетическое уравнение для компонента BA –

(1)

2) кинетическое уравнение для компонента B –

(2)

3) уравнение теплового баланса –

Для удобства анализа введем масштабную тем-
пературу

и комплекс теплообмена

Тогда уравнение теплового баланса приводитя к
виду

(3)

Начальные условия при t = 0:  
 Индекс “IN” соответствует значениям

температуры и концентраций компонентов в на-
чальный момент времени.

При дальнейшем анализе будем использовать
систему уравнений (1)–(3) в безразмерном виде.
Для этого введем следующие безразмерные пере-
менные:

В результате система уравнений (1)–(3) и началь-
ные условия приобретают следующий вид:
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(7)

Полученная система уравнений содержит це-
лый ряд параметров:

 – параметр

Семёнова, характеризующий отношение скорости
тепловыделения к сумме скорости теплоотвода в
теплообменник и скорости прогрева входящей в
реактор реакционной смеси (при α = 0 параметр
Se = Da/γ, реактор адиабатический);

 – параметр Дамкелера,

представляющий собой отношение времени пре-
бывания смеси в реакторе к характерному време-
ни реакции при температуре 

 – этот параметр тем меньше, чем

больше тепловой эффект реакции и чем сильнее
константа скорости зависит от температуры;

 – данный параметр ха-

рактеризует степень поступления реагента B в
дисперсионную среду;

 – параметр, характеризующий тем-
пературную зависимость скорости химической
реакции.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Система уравнений (4)–(6) с начальными
условиями (7) решалась численно по неявной
схеме Эйлера первого порядка точности с ис-
пользованием разработанной авторами програм-
мы. В процессе вычислений для автоматического
выбора величины шага по времени учитывали гра-
диенты рассчитываемых значений безразмерных
переменных. При анализе варьировали параметры
Se, Da, γ и ε, постоянными были параметры β =
= 0.05 и P = 100. Диапазон значений варьируемых
параметров выбран таким образом, чтобы можно
было судить, как изменение того или иного пара-
метра влияет на тип и характер стационарных со-
стояний. Что касается параметров β и P, поддержи-
вавшихся постоянными, то выбранное значение β
характерно для кинетики многих жидкофазных
реакций, а значение P – для типичных проточных
реакторов [13, 14].

Анализируя стационарную задачу (левые ча-
сти приведенных выше уравнений равны нулю),
границы области множественности стационар-

( )A A
B B B B
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ных состояний при различных значениях пара-
метра ε можно найти из решения уравнения

В качестве граничной величины параметра Se
(при фиксированном параметре Da) принимали
среднее арифметическое значение параметра Se
между ближайшими его значениями, соответ-
ствующими одному и трем стационарным состо-
яниям. Точность вычислений среднеарифмети-
ческого (граничного) значения параметра Se со-
ставляла примерно 0.1%. На рис. 1 в координатах
параметров Da–Se представлены области множе-
ственности стационарных состояний для трех
значений параметра ε. Внутри каждой замкнутой
области система имеет три стационарных состоя-
ния, а вне области – одно. Смещение границ об-
ласти и ее расширение с уменьшением параметра
ε связано с существенным уменьшением концен-
трации компонента B в дисперсионной среде. Это
уменьшение приводит к снижению запаса тепла в
единице объема реактора. Чтобы реализовать ста-
ционарное состояние, системе требуется увеличить
время пребывания в реакторе (увеличение парамет-
ра Da) и уменьшить теплоотвод из реактора (увели-
чение параметра Se). Аналогичная картина наблю-
дается и при исследовании гистерезиса. Получен-
ные результаты представлены на рис. 2.

Исследование возможных типов стационар-
ных состояний реактора с гетерогенной системой
жидкость–жидкость тесно связано с установле-
нием роли параметра γ. Для выяснения этой роли
необходим анализ корней характеристического
(“векового”) уравнения для линеаризированной
системы (4)–(6) [15–17]:

где
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Для определения типа граничного стационар-
ного состояния (т.е. стационарного состояния на
границе областей с одним и тремя стационарны-

ми состояниями) рассмотрим корни характери-
стического уравнения для трех стационарных со-
стояний в области множественности состояний
при ε = 1.0. Для нижней границы этой области со-
ответствующие данные представлены в табл. 1
для Da = 0.1, γ = 0.01 и Se = 0.7347993 (при Se =
= 0.7347992 имеем одно стационарное состояние).
В этом случае, по классификации, приведенной в
работах [15, 16]: низкотемпературное состояние –
устойчивый узел; среднее состояние – седло–устой-
чивый узел, высокотемпературное состояние – сед-
ло–неустойчивый узел. Обращает на себя внимание
тот факт, что для среднего и высокотемператур-
ного состояний значения корней λ1 и λ2 характе-
ристического уравнения одинаковы по знаку и
близки по величине. В то же время значения тре-
тьего корня λ3 (в табл. 1 выделены курсивом) име-
ют разные знаки и малы по величине. На этом ос-
новании можно предположить, что граничным
состоянием является “вырожденное” стационар-
ное состояние [15], имеющее действительные
корни, один из которых равен нулю (“нулевое”
стационарное состояние). Расчеты показали, что
при незначительном изменении параметра Se =
= 0.7347992, т.е. при переходе в область един-
ственного стационарного состояния, из этого
“нулевого” стационарного состояния образуется
состояние с действительными корнями одного
знака. Аналогичные результаты были получены и
при анализе граничного стационарного состоя-
ния для верхней границы области множественно-
сти состояний. Таким образом, “вырожденное”
стационарное состояние, имеющее действитель-
ные корни, один из которых равен нулю, является
граничным для области множественных стацио-
нарных состояний.

Перейдем к вопросу о том, как параметр γ, не
меняя положения стационарного состояния в ко-
ординатах Da–Se, влияет на тип стационарного
состояния в области множественности. Предва-
рительный анализ показал, что в этой области
наиболее чувствительным к изменению парамет-
ра γ является высокотемпературное стационарное
состояние. Поэтому анализ влияния параметра γ
на тип этого состояния стоит провести именно
для него.

Рис. 1. Области множественности стационарных со-
стояний при β = 0.05 и P = 100: 1 – ε = 1.0, 2 – ε = 0.5,
3 – ε = 0.2.
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Рис. 2. Области гистерезиса при Da = 0.1, β = 0.05 и
P = 100 и изменении параметра Se: 1 – ε = 1.0, 2 – ε =
= 0.5, 3 – ε = 0.2; θst – безразмерная температура ста-
ционарного состояния.
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Таблица 1. Значения корней характеристического уравнения

Примечание: Da = 0.1, γ = 0.01, Se = 0.7347993.

Низкотемпературное
стационарное состояние

Среднее
стационарное состояние

Высокотемпературное 
стационарное состояние

λ1 = –11.95377316
λ2 = –210.43794588
λ3 = –64.84684163

λ1 = 223.25355728
λ2 = –213.04127262
λ3 = –0.03387532

λ1 = 223.62543595
λ2 = –213.06359795
λ3 = 0.03404908
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Полученные результаты приведены на рис. 3
для двух значений ε: ε = 1.0 (рис. 3а), ε = 0.2 (рис. 3б
и 3в). Данные рис. 3в – продолжение данных рис. 3б
в область малых значений параметра γ. На рис. 3а
(и на последующих) по оси ординат отложены
корни характеристического уравнения λi (  = 1, 2, 3),
а по оси абсцисс – параметр γ. Действительные
корни и реальная часть комплексных корней
изображены сплошными линиями; штриховыми
линиями представлены мнимые части комплексных

i

корней. Положение корней схематически изобра-
жено черными точками в координатах Imλi–Reλi
(действительная часть комплексного корня отло-
жена по горизонтали, а мнимая – по вертикали).
Вертикальные прямые на рисунке разграничивают
области с различными типами стационарных со-
стояний.

Качественный анализ начнем с данных, пред-
ставленных на рис. 3а и соответствующих ε = 1.0.
При больших значениях γ (область I) все корни

Рис. 3. Типы высокотемпературного стационарного состояния в области множественности при изменении параметра γ:
a – Se = 0.8, ε = 1.0, б, в – Se = 2.0, ε = 0.2; Da = 0.1.
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действительные и отрицательные, стационарное
состояние (по классификации, приведенной в ра-
ботах [15, 16]) есть устойчивый узел. С уменьшени-
ем γ два больших отрицательных корня сближают-
ся. На границе области они равны, и устойчивый

узел превращается в “вырожденное” стационар-
ное состояние, которое характеризуется кратно-
стью корней, равной двум. При дальнейшем пере-
ходе через границу в область II появляются ком-
плексные корни (штриховые кривые на рис. 3а) с
отрицательной действительной частью (сплош-
ная кривая на рис. 3а). Это стационарное состоя-
ние, согласно [15, 16], есть устойчивый фокус.
Область II примечательна тем, что в ней при
уменьшении γ действительная часть комплексно-
го корня стремится к нулю, а на “левой” границе
области (γ ≈ 0.0408) возникает “вырожденное”
стационарное состояние с чисто мнимыми кор-
нями.

При последующем переходе в область III воз-
никает стационарное состояние, которое можно
классифицировать как седло–неустойчивый фо-
кус [15, 16]. При анализе поведения фазовых тра-
екторий около границы, разделяющей области II
и III (рис. 3а), обнаружен интересный факт, кото-
рый проиллюстрирован на рис. 4. Точкой Z на
этом рисунке изображено начальное состояние
системы (   ).
При γ = 0.0440 (справа от границы между обла-
стями II и III (рис. 3а) фазовая траектория пред-
ставляет собой устойчивый фокус (рис. 4a), реактор
переходит в высокотемпературное стационарное
состояние, но уже при γ = 0.0407 (слева от грани-
цы) траектория выходит на устойчивый предель-
ный цикл и в реакторе возникают незатухающие
колебания (рис. 4б). Область обнаруженных коле-
баний очень узка; при γ = 0.0400 колебания исчеза-
ют, а реактор, выходя из точки Z, переходит в низ-
котемпературное стационарное состояние (рис. 4в).

При переходе через границу из области III в
область IV возникает стационарное состояние ти-
па седло – неустойчивый узел. Граница представ-
ляет собой “вырожденное” стационарное состоя-
ние с кратностью действительных положитель-
ных корней, равной двум. Как видно из данных,
представленных на рис. 3а, мнимые части корней
равны нулю.

Уменьшение параметра ε примерно до 0.5 не
меняет качественной картины, а лишь приводит к
изменению положения границ областей. Однако
структура существенно меняется при малых зна-
чениях параметра ε. Результаты, полученные для
ε = 0.2, представлены на рис. 3б для больших зна-
чений параметра γ и на рис. 3в – для его малых
значений. Заметим, что рис. 3в, по существу, яв-
ляется продолжением рис. 3б в область малых
значений параметра γ (γ* = 0.00161). При больших
значениях γ (рис. 3б), как и для ε = 1, реализуются
области I и II, но область II переходит не в область III,
а в область I (т.е. все корни характеристического
уравнения действительны, образуется устойчивый
узел). Интересно, что с дальнейшим уменьшени-

7.255,INθ = B 0.152,
IN

η = A
B 0.067

IN
η =

Рис. 4. Фазовые траектории при β = 0.05, P = 100,
Da = 0.1, Se = 0.8: a – γ = 0.0440, б – γ = 0.0408, в – γ =
= 0.0400.

0.12
0.14

0.16
0.18

0.20

5

6

7

8

0.02
0.04

0.06
0.08

0.10

Z

0.12
0.14

0.16
0.18

0.20

5

6

7

8

0.02
0.04

0.06
0.08

0.10

Z

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

2

4

6

8

10

0.1
0.2

0.3
0.4
0.5

θ

θ

θ

Z

ηA
B

ηA
B

ηA
BηB

ηB

ηB

а

б

в



ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 39  № 11  2020

МНОЖЕСТВЕННОСТЬ И ТИПЫ СТАЦИОНАРНЫХ СОСТОЯНИЙ 35

Рис. 5. Типы низкотемпературного состояния в области множественности при изменении параметра γ; Da = 0.1, Se =
= 0.8, ε = 1.0.
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Рис. 6. Типы высокотемпературного (а) и низкотемпературного (б) стационарных состояний в области единственно-
сти при изменении параметра γ: a – Se = 1.0, б – Se = 0.5; Da = 0.1, ε = 1.0.
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ем γ (рис. 3в), как и при ε = 1, число областей и их
порядок сохраняются.

Проведенный выше анализ относился к высо-
котемпературному стационарному состоянию.

Аналогичное рассмотрение низкотемпературного
состояния в области множественных стационар-
ных состояний показало, что при варьировании γ
оно меняет свой тип в двух интервалах значений
указанного параметра по простой схеме: устойчи-

Рис. 7. Типы стационарных состояний в области единственного стационарного состояния: a – Se = 0.5, б – Se = 1.0,
в – Se = 2.5; Da = 0.3, ε = 1.0.
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вый узел → устойчивый фокус → устойчивый
узел (рис. 5). Замечательно, что в первом случае
(большие значения γ) при переходе из области I в
область II “вырожденное” стационарное состояние
с кратностью 2 возникает из слияния малых по мо-
дулю отрицательных корней характеристического
уравнения, а во втором случае (малые значения γ)
оно возникает из слияния больших по модулю от-
рицательных корней.

Перейдем к вопросу о том, как эволюционирует
тип стационарного состояния в области един-
ственности стационарных состояний при измене-
нии параметра γ. На рис. 6а представлены резуль-
таты для единственного высокотемпературного
состояния для значений ε = 1, Da = 0.1, Se = 1.0
(выше кривой 1, рис. 1) при изменении параметра
γ от 0.06 до 0.001. Типы этого состояния – такие
же, как и для высокотемпературного состояния в
области множественности (рис. 3а). Эволюция
происходит по схеме устойчивый узел (область I) →
→ устойчивый фокус (область II) → неустойчи-
вый седло-фокус (область III) → неустойчивый
седло-узел (область IV).

Типы низкотемпературного стационарного
состояния (рис. 6б) существенно отличаются от ти-
пов высокотемпературного состояния (рис. 6a). В
этом случае эволюция стационарного состояния
происходит по следующей схеме: устойчивый
узел (область I) → устойчивый фокус (область II) →
→ устойчивый узел (область I) → устойчивый фо-
кус (область II) → устойчивый узел (область I).
Заметим, что порядок первых трех областей этого
состояния подобен порядку областей высокотем-
пературного состояния в области множественно-
сти при ε = 0.2 (рис. 3).

При Da = 0.3 и ε = 0.1 (правее области множе-
ственных стационарных состояний) любому зна-
чению параметра Se всегда соответствует одно ста-
ционарное состояние. Результаты представлены
на рис. 7 для трех значений параметра Se. Прове-
денный анализ показал, что при малых значениях
параметра Se (рис. 7а и 7б) типы стационарного
состояния идентичны и подобны типам низкотем-
пературного стационарного состояния при Da = 0.1
(рис. 6б). Заметим, что область I, предшествую-
щая области II и не представленная на рисунках 7a
и 7б, как показали расчеты, существует при боль-
ших значениях параметра γ. При значении Se = 2.5
стационарное состояние уже имеет иную структу-
ру (рис. 7в), но в то же время полностью анало-
гичное структуре высокотемпературного стацио-
нарного состояния, исследованного при Da = 0.1
(рис. 6a).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для проточного реактора идеального переме-
шивания с гетерогенной реагирующей системой

жидкость–жидкость проведены исследования
типов стационарных состояний. Анализ получен-
ных результатов показал, что для заданных значе-
ний параметров Da, Se, ε в реакторе при варьирова-
нии параметра γ, не влияющего на положение ста-
ционарного состояния, могут реализоваться четыре
типа стационарных состояний: устойчивый узел
(область I), устойчивый фокус (область II), седло–
неустойчивый фокус (область III) и седло–не-
устойчивый узел (область IV).

Обнаружено, что для больших значений пара-
метра ε тип высокотемпературного стационарного
состояния при непрерывном изменении пара-
метра γ от больших значений до малых значений
меняется по следующей схеме (от простого типа к
сложному):

I → II → III → IV.

Тип низкотемпературного стационарного со-
стояния меняется по простой схеме:

I → II → I → II → I.

Для малых значений параметра ε тип высоко-
температурного стационарного состояния меня-
ется следующим образом:

I → II → I → II → III → IV.

Показано, что “вырожденные” стационарные
состояния являются граничными как для области
множественности стационарных состояний, так
и для областей I, II, III, IV с различными типами
стационарных состояний. Предложенная схема
исследования и полученные результаты будут по-
лезны при анализе конкретного технологическо-
го процесса и выборе стационарного состояния,
оптимального с точки зрения безопасности и
экономичности работы реактора.

Работа выполнена на средства ИПХФ РАН по
теме 0089-2019-0005 “Фундаментальные и про-
блемно-ориентированные исследования в обла-
сти создания энергетических конденсированных
систем (ЭКС) различного назначения” (номер
госрегистрации: АААА-А19-119100800130-0); на
средства ФИЦ химической физики им. Н.Н. Семё-
нова по теме 0082-2016-0011 “Фундаментальные ис-
следования процессов превращения энергоемких
материалов и разработка научных основ управле-
ния этими процессами” (номер госрегистрации:
АААА-А17-117040610346-5); по темам госзадания
№№ 0089–2019–0018, 0089–2019–0001.
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