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Волновая функция и энергия основного состояния для решетки с гамильтонианом Су–Шриффе-
ра–Хигера с ловушкой найдены тремя различными способами. Во-первых, путем численной мини-
мизации функционала энергии. Во-вторых, с помощью построения вспомогательного гамильтони-
ана, диагонализация которого определяет энергию основного состояния и волновые функции. В
третьем аналитическом способе волновая функция полностью восстанавливается по асимптотике
волновой функции. Все три подхода дают результаты, совпадающие с точностью 10–15.
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ВВЕДЕНИЕ
При рассмотрении динамики поляронов в реше-

точных моделях широкое распространение получи-
ло приближение Су–Шриффера–Хигера (СШХ).
Соответствующий гамильтониан был впервые за-
писан при рассмотрении заряженного солитона в
полиацетилене [1]. В дальнейшем, ввиду ясного
физического смысла, простоты и эффективно-
сти, этот феноменологический подход широко
использовался для изучения переноса заряда в
различных неметаллических системах. Особый
интерес вызывает перенос заряда в биологиче-
ских системах, где представления о поляронном
механизме являются доминирующими [2–8].
Баллистический перенос заряда в ДНК [9–11],
когда его вероятность практически не зависит от
длины цепи, также можно объяснить участием
поляронов. Продолжается изучение переноса за-
ряда в полиацетилене в приложенном внешнем
электрическом поле [12–15].

Регулярная решетка без дефектов является
скорее исключением. В большинстве систем при-
сутствуют дефекты той или иной природы. Часто
в роли дефектов выступают “ловушки”, т.е. узлы ре-
шетки, на которых сродство к электрону отличается
от значений на других узлах, например разные осно-
вания ДНК. Такие дефекты носят название диаго-
нальных. Задачи для решеток с дефектами решаются
в основном численными методами. Однако инте-
ресно знать функциональные зависимости элек-
тронных и транспортных свойств от параметров ло-
вушек.

В настоящей работе задача о локализованном
поляроне с гамильтонианом СШХ на решетке с
диагональным дефектом решена тремя способа-
ми. Во-первых, энергия основного состояния по-
лучена путем численной минимизации исходного
функционала энергии. Во втором способе построен
вспомогательный гамильтониан, энергия основно-
го состояния которого совпадает с энергией исход-
ного гамильтониана. Волновая функция третьего,
аналитического, решения построена, исходя из
знания асимптотики волновой функции. Все три
решения дают значения энергии основного состоя-
ния, совпадающие с точностью 10–15.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОСНОВНОЕ 
СОСТОЯНИЕ СИСТЕМЫ

Рассматривается классическая гармоническая
решетка, на которой находится один носитель за-
ряда. Для определенности будем говорить об
электроне, хотя подход годится и для дырочных
носителей заряда. Гамильтониан рассматривае-
мой системы есть сумма гамильтониана решетки
(Hlat) и электронного (He) гамильтониана:

(1)

Гамильтониан гармонической решетки имеет
стандартный вид:
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Здесь m – масса частицы, k – жесткость связи, xj и
pj – отклонение частицы на узле j от положения
равновесия и ее импульс, yj – разность отклоне-
ний частиц.

Для описания волновой функции использует-
ся приближение сильной связи с переходами за-
ряда только между ближайшими соседями. Элек-
трон-фононное взаимодействие учитывается в
приближении СШХ. Решетка бесконечна в обе
стороны и однородна. На узле j = 0 находится ло-
вушка глубиной U. Функционал энергии, соот-
ветствующий электронному гамильтониану, име-
ет вид

(3)

где t0 – интеграл перескока в равновесии, α – па-
раметр электрон-фононного взаимодействия,
Ψj – значение волновой функции на узле j. Ловуш-
ка локализует волновую функцию и служит допол-
нительным параметром задачи. Слагаемое “2” не
влияет на конечные результаты и добавлено для
того, чтобы дно зоны имело нулевую энергию.
Для исключения несущественных параметров
задачи и простоты удобно численно положить
m = k = t0 = 1.С учетом того, что волновая функ-
ция Ψ основного состояния действительна, пол-
ная энергия системы представляется следующим
функционалом:

(4)

Для безразмерных величин yj, U и α в (4) оставле-
ны их прежние обозначения. Минимум функци-
онала по импульсам дает pj = 0, а условие миниму-
ма по координатам позволяет выразить относи-
тельные смещения yj через волновые функции:

(5)

Подставляя это соотношение в функционал энер-
гии (4), можно получить выражение для энергии в
виде следующего функционала:

(6)

где введено обозначение β = α2. Также для удоб-
ства последующего изложения по условию нор-
мировки проведена замена второго слагаемого на

Основное состояние получается как минимум
функционала  по всем значениям волновой
функции Ψj. Заметим, что если использовать стан-
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дартный градиентный метод спуска, то на каждом
шаге необходимо восстанавливать нормировку
волновой функции. Этого можно избежать, если
использовать ту составляющую  которая пер-
пендикулярна поверхности постоянной нормы.
А именно, вместо градиента  для минимиза-
ции целесообразно использовать выражение

 Также отметим, что, учитывая
симметрию волновой функции относительно уз-
ла j = 0, можно вдвое уменьшить число перемен-
ных  Подобная минимизация функционала
энергии (6) позволяет определить волновые
функции и энергию основного состояния E0.

ЭФФЕКТИВНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН

Рассмотрим другой способ нахождения энер-
гии и волновой функции основного состояния
рассматриваемой задачи. Основное состояние
может быть получено как состояние с наимень-
шей энергией некоторого гамильтониана. Для
этого запишем уравнения для минимума функци-
онала  Чтобы учесть нормировку, введем
множитель Лагранжа μ. Минимизируемый функ-
ционал имеет вид

(7)

Получаем следующее уравнение для волновой
функции ( ):

(8)

Оказывается, существует такой эффективный
гамильтониан, основное состояние которого сов-
падает с искомой волновой функцией. Этот га-
мильтониан имеет вид

(9)

Уравнение Шредингера на собственные зна-
чения  есть

(10)

Как видно, это уравнение (с точностью до мно-
жителя 2) совпадает с уравнением (8). При этом
энергия  равна множителю Лагранжа μ в (8).
Волновая функция основного состояния нахо-
дится с помощью стандартной программы диаго-
нализации. В Приложении показано, каким обра-
зом получено выражение для гамильтониана (9).
Подставляя полученное решение в (6), находим ми-
нимальную энергию E0 системы. Отметим, что если

,E∇

E∇

( ).E E∇ − Ψ Ψ∇

.jΨ

{ }.E Ψ

( )2{ } { } 1 .jEΩ Ψ = Ψ − μ Ψ −

0jd dΩ Ψ =

( )2 2
1 1 1 1

,0 0

4 2( ) 4

2 2 .
j j j j j j

j jU
− + − +Ψ − Ψ + Ψ − βΨ Ψ + Ψ −
− δ Ψ = μΨ

, ,0 , 1 1

1, , 1

2 , 1 2 ,
.

j j j j j j j

j j j j

H U H
H H

+ +

+ +

= − δ = − − βΨ Ψ
=

� �

� �

HE
�

( )
1 1

2 2
1 1 ,0 0

2

2 .
j j j

j j j j jHU E
− +

− +

Ψ − Ψ − Ψ −
− βΨ Ψ + Ψ − δ Ψ = Ψ

�

HE
�



ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 39  № 3  2020

ПОЛЯРОН НА РЕШЕТКЕ С ЛОВУШКОЙ 5

сравнить функционал энергии  и выражение
для энергии   то получим

(11)

Отметим, что в случае отсутствия электрон-
фононного взаимодействия (β = 0) волновая функ-
ция убывает экспоненциально: Ψj ~ q|j| (q < 1). При
этом энергия равна

(12)

На рис. 1 показано поведение энергии E0 основ-
ного состояния в зависимости от глубины ловуш-
ки U для разных значений β.

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ

Рассмотрим уравнение (8) для волновой функ-
ции (после его сокращения на 2):

(13)

При |j| → ∞ нелинейные члены несущественны.
Поэтому можно считать, что вдали от центра решет-
ки волновая функция убывает экспоненциально:
Ψj ~ Cq|j|, где C и q – новые параметры, которые будут
определены ниже. При j  1 нелинейными членами
в (13) можно пренебречь. Тогда множитель
Лагранжа μ выражается через q:

(14)

Удобно перенормировать волновую функцию
следующим образом:

(15)

При этом параметр β исчезает из уравнений, но
зато меняется нормировка:

(16)

Полагаем, что, начиная с некоторого номера
узла j = K, волновая функция имеет экспоненци-
альную асимптотику, т.е. ищется в виде

(17)

где значения Y0, Y1, Y2, ….., YK – 1 подлежат опреде-
лению. Для Yj при j ≥ 1 из (13) получаем систему
квадратных уравнений:
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Здесь и ниже сделана замена 2 – μ → q + q–1. Раз-
решая это уравнение относительно Yj – 1, получа-
ем рекуррентные соотношения, которые позво-
ляют выразить компоненты волновой функции
через YK = CqK:

(19)

и j = K, K – 1, …., 2, 1, 0.
Рекуррентные соотношения (17) решаются

следующим образом. На первом шаге используем
YK + 1 = CqK + 1 и YK = CqK и из (19) находим значе-
ние YK-1. Далее аналогично по известным значе-
ниям YK и YK – 1 определяется YK – 2. Этот процесс
рекурсии по уменьшающемуся номеру узла решетки
повторяется, пока не будет получено значение Y0. Из
уравнения (13) для Ψ0, заменив Ψ → Y, получaем
значение параметра U:

(20)

Здесь использована симметрия волновой функ-
ции (Y–1 = Y1) Найденную волновую функцию
подставляем в функционал энергии и находим
минимальную энергию Е0 системы. Энергия E0
выражается через Yj следующим образом:

(21)

Очевидно, что чем большим выбрано значение K,
тем точнее будет ответ для волновой функции. В
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Рис. 1. Энергия основного состояния E0 в зависимо-
сти от глубины ловушки для разных значений β: свер-
ху вниз – β = 0, 0.5, 1.0, …, 2.5. Для случая β = 0 ис-
пользована формула (12).
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качестве примера рассмотрен случай q = 0.5 и C = 1.
При K ≥ 25 результаты стабилизируются – при
этом достигается максимально возможная точ-
ность: ~10–15. Сходимость значения волновой
функции Y0 к предельному значению экспонен-
циальная. Это показано на рис. 2.

Для рассмотренного случая (q = 0.5 и C = 1) мы
сравнили энергии основного состояния, получен-
ные тремя способами. Формулы (16) и (20) дают
U = 0.390330452871901 и β = 0.675743099443042.
Энергия E0, рассчитанная по формуле (21), равна
E0 = –0.243612034324946. Энергия, полученная
диагонализацией гамильтониана (формула (11)),
отличается от этого значения на единицу в по-
следнем знаке, а полученная минимизацией ис-
ходного функционала (4) – на две единицы в по-
следнем знаке.

В исходном гамильтониане (1) присутствуют
два параметра: β и U. Исходя из экспоненциаль-
ной асимптотики Yj ~ Cqj (j > K), волновая функ-
ция выражается через параметры C и q. Поэтому
необходимо вернуться к исходным параметрам и
найти связь между пáрами параметров {β, U} и {C, q}.
Эта связь задается параметрически: из (16) опре-
деляется β, а из (20) – параметр U. На рис. 3 пока-
заны зависимости параметров U и β от C и q.

Заметим, что показанные на рис. 3 зависимости
построены только для случая U > 0, хотя графики
формально могут быть продолжены и в область от-
рицательных значений U. Но это продолжение на
самом деле не имеет смысла. Дело в том, что при
отрицательных значениях U ловушка превраща-
ется в отталкивающий потенциал. При этом ос-
новное состояние – это полярон, отстоящий да-
леко от начала координат и потерявший связь с
узлом j = 0. В этом легко убедиться, если началь-

ную волновую функцию выбрать несимметрич-
ной относительно узла j = 0 (при минимизации
функционала или при диагонализации гамильто-
ниана).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе решена задача о нахожде-
нии энергии основного состояния решетки с га-
мильтонианом Су–Шриффера–Хигера с допол-
нительным условием о существовании един-
ственной ловушки глубиной U. Эта ловушка, в
зависимости от знака, может служить притягива-
ющим или отталкивающим центром. Решение

Рис. 2. Экспоненциальная сходимость Y0 к пределу. В
качестве предельного взято значение при K = 25.
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получено тремя независимыми способами. В пер-
вом из них энергия основного состояния E0 полу-
чена путем численной минимизации функциона-
ла энергии исходного гамильтониана. Во втором
способе предложен эффективный гамильтониан,
отличающийся от исходного, энергия основного
состояния которого совпадает с E0. Аналитиче-
ское выражение для волновой функции, являю-
щееся третьим способом решения, построено по
асимптотике этой волновой функции. Получены
рекуррентные соотношения, которые связывают
между собой волновые функции на соседних уз-
лах решетки. Такая возможность есть следствие
использования приближения сильной связи.
Зная значения волновых функций в асимптотике,
можно, используя рекурсию, получать значения
волновых функций на решетке со сдвигающимся
индексом номера решетки, пока не будет восста-
новлена вся волновая функция. Предлагаемый
способ вычисления волновой функции по ее
асимптотике можно назвать точным решением
задачи. Все три использованных подхода дают ре-
зультаты, совпадающие с точностью ~10–15.

Если в исходном гамильтониане дополнитель-
но включить взаимодействия с дополнительными
узлами (помимо ближайших соседей), например
через один, то матрица гамильтониана станет пя-
тидиагональной. Предложенный подход приго-
ден и для такого случая. При этом рекуррентные
соотношения будут связывать между собой пять
соседних волновых функций. Разработанный
способ восстановления полной волновой функ-
ции по ее асимптотике пригоден и для других ви-
дов нелинейности.

Следует сделать несколько замечаний относи-
тельно применимости и эффективности предло-
женных способов решения задачи. Обычно ис-
пользуемый подход заключается в итерационном
процессе решения исходного электронного га-
мильтониана (3). Для этого выбирается пробная
геометрия решетки и полученный гамильтониан
диагонализуется. В результате появляются новые
значения волновых функций, которые подстав-
ляются в этот же гамильтониан. Эти итерации по-
вторяются, пока не будет достигнута сходимость
по энергии основного состояния. Однако не все-
гда итерационный процесс сходится. Причина в
том, что при больших длинах решетки возникает
квазивырождение уровней энергии и принадлеж-
ность волновых функций собственным значени-
ям “перепутывается”. Именно по этой причине
возникла необходимость разработать метод, ли-
шенный этого недостатка. Оба предложенных
численных подхода, хотя и являются вычисли-
тельно более трудоемкими, но гарантированно
определяют энергию основного состояния и вол-
новые функции.

Предложенные методы пригодны для решения
одномерных задач в случае с одним носителем за-
ряда (электрон или дырка). К этому классу задач
относятся проблемы переноса заряда в полиме-
рах, полипептидах, ДНК и других системах, у ко-
торых возникновение полярона может быть свя-
зано, например, с фотопереносом заряда.

Приложение
Запишем исходный минимизируемый функ-

ционал в виде

Будем минимизировать этот функционал сле-
дующим образом. Вначале выберем какой-ни-
будь начальный набор координат yj, например
экспоненциально убывающую функцию: yj ~
~ exp(–| j |). И с этими значениями yj будем мини-
мизировать функционал по  Если волновая
функция  является основным состоянием га-
мильтониана He, то таким способом получим зна-
чение минимальной энергии. Можно поступить
по-другому и начать, например, градиентным
способом минимизировать энергию по yj. Тогда
на каждом шаге необходимо минимизировать
функционал по всем значениям  Это означает,
что система все время будет находиться в основ-
ном состоянии гамильтониана He. При этом ми-
нимум будет достигнут, если  И
тогда волновая функция будет основным состоя-
нием гамильтониана He

. Может показаться, что
полученное совпадение минимума функционала
и основного состояния соответствующего га-
мильтониана является совершенно случайным.
Но это не так. Можно привести множество при-
меров такого соответствия. Например, рассмот-
рим гамильтониан с произвольной диагональной
нелинейностью:

Если, например, f(Ψ) = Ψ2, то это есть дискрет-
ный вариант нелинейного уравнения Шрединге-
ра. Оказывается, что для любой функции f(Ψ)
можно подобрать функционал, минимум которо-
го будет соответствовать основному состоянию
рассматриваемого гамильтониана.
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