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Разработан метод установления новых нелинейных кинетических законов сохранения в химиче-
ских реакциях, протекающих в открытом изотермическом безградиентном реакторе по нелиней-
ным механизмам, содержащим стадии превращения исходных веществ и не включающим стадии их
образования. Эти законы есть разновидность мультиэкспериментных автономных кинетических
инвариантов, которые можно получить на основе данных одного нестационарного эксперимента и
использовать для решения обратной задачи конкретных нелинейных реакций.
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ВВЕДЕНИЕ

Кинетические законы сохранения (КЗС)
представляют собой наиболее сложные (не оче-
видные) комбинации нестационарных значений
концентраций реагентов и кинетических пара-
метров реакции, сохраняющие постоянные зна-
чения в течение всей реакции. Линейные КЗС
(ЛКЗС) несложно обнаружить и точное их число
для линейных и нелинейных реакций в закрытых
системах известно [1–3]. Нелинейные КЗС
(НКЗС) удалось обнаружить только для линей-
ных и некоторых редко встречающихся классов
нелинейных реакций и точное их число не из-
вестно даже для закрытых систем [4–7]. Однако
для широкого класса нелинейных механизмов ре-
акций НКЗС в настоящее время не обнаружены.
Ниже приведен метод установления НКЗС в хи-
мических реакциях, протекающих в открытом
изотермическом безградиентном реакторе по не-
линейным механизмам, содержащим стадии пре-
вращения исходных веществ и не включающим
стадии их образования. Рассмотрены примеры
использования метода для установления НКЗС и
их применения для идентификации механизмов
конкретных реакций. Метод основан на мульти-
экспериментном подходе, активно развиваемом в
последнее время в зарубежной [8–12] и отече-
ственной [13–19] научной литературе.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Пусть химическая реакция протекает через не-

линейные стадии вида

(1)

где aij, a−ij − стехиометрические коэффициенты
реагентов Аj, j = 1, …, n в левых и правых частях
стадии i. Динамика такой реакции в открытом
изотермическом безградиентном реакторе в рам-
ках закона действующих масс описывается систе-
мой нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ):

(2)

где Аj − концентрации реагентов Аj, мольн. доли;
A0j − начальные условия (н.у.); ki, k−i − константы
скоростей стадий в прямом и обратном направле-
ниях, 1/с; q0 и q ≠ q0 − начальная и текущая скоро-
сти реакционного потока.

Пусть хотя бы в одной из стадий (1) есть реа-
гент Ak, который не взаимодействует с другими
реагентами (назовем его свободным или free-реа-
гентом). Это означает, что он участвует только в
стадиях вида Ak → Am, 2Ak → Am, 2Ak → Am + Ap + …,
но не участвует в стадиях вида Ak + Am → …. Усло-
вие существования таких реагентов в механизме
реакции можно записать в виде
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(3)
где i* = i1, i2,… − номера стадий, в которых участ-
вует free-реагент. Скорость образования каждого
free-реагента зависит только от его концентрации
Ak и кинетических параметров (констант скоро-
стей стадий и скорости потока)

(4)

где fk − различные полиномы невысокой степени
(т.к. молекулярность реакций, как правило, не
превышает трех), вид которых определяется сте-
хиометрией стадий (1). Уравнения (4) являются
линейными, квадратичными или кубическими
неоднородными ОДУ, которые не зависят друг от
друга и интегрируются точно (уравнения Рикат-
ти, Абеля и других) [20]. Запишем их решения в
общем виде:

(5)

где t – время, c; Ck = Ck(q, ki*, A0k) − константы ин-
тегрирования. Сложим уравнения (2) и получим
линейное относительно алгебраической суммы
концентраций реагентов ОДУ:

(6)

где αj – константы, зависящие только от стехио-
метрических коэффициентов реагентов, причем

 = 1 (константа нормирования). Уравне-

ние (6) линейно относительно суммы 
так как константы αj входят как одинаковые со-
множители в обе части равенства (6). Заменим
этим уравнением одно из уравнений (2) для реа-
гента c индексом j ≠ k и получим систему ОДУ,
эквивалентную исходной. Проинтегрируем (6) и
найдем зависимость суммы значений концентра-
ций реагентов от времени  = q0 + (q –
‒ q0)exp(−qt), откуда следует

(7)

(8)

где Aj∞ – стационарная концентрация реагента Aj.
Подставим (7) и (8) в каждое из решений (5) и ис-
ключим из них время

(9)

Перепишем эти равенства в виде

(10)

Каждое из полученных соотношений автономно,
так как не зависит от времени, а зависит только от
концентраций реагентов, кинетических парамет-
ров реакции (включая скорость потока) и н.у.
Следовательно, соотношения (10) представляют
собой новый вид НКЗС, который может наблю-
даться экспериментально в нелинейных (и тем
более в линейных) реакциях с участием free-реа-
гентов, скорость образования которых не зависит
от других реагентов. Число таких НКЗС равно
числу free-реагентов и не превышает n − 1.

Отметим, что для стадий с участием free-реа-
гентов решается и обратная задача (ОЗ), причем
однозначно, с максимальной точностью и без ис-
пользования оптимизационных методов. Это
следует из того, что в стационарных состояниях
ОДУ (4) становятся линейными по константам
скоростей стадий алгебраическими уравнениями

(11)

решение которых записывается точно. Эти соот-
ношения основаны на стационарных значениях
концентраций реагентов, найденных эксперимен-
тально с неустранимой ошибкой (погрешностью
измерений). Поэтому следует считать, что форму-
лы (11) обеспечивают максимально возможную
точность определения значений констант скоро-
стей стадий. Под максимально возможной точно-
стью понимается то, что системы линейных уравне-
ний (кроме переопределенных) всегда решаются
точно, а системы нелинейных уравнений, как пра-
вило, могут быть решены только приближенно,
причем даже приближенных решений может и не
быть.

Рассмотрим примеры установления НКЗС и
применения их для решения обратной задачи
конкретных нелинейных реакций.
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Пример 1. Бимолекулярная реакция с участием
двух реагентов:

(1.1)
в открытом изотермическом безградиентном ре-
акторе описывается ОДУ вида (2):

(1.2)

(1.3)
где A и B– концентрации реагентов A1 и A2 соот-
ветственно. Для реакции (1.1) условие (3) суще-
ствования free-реагента A1 выполняется при k−1 = 0
(i* = 1), так как при этом скорость его образова-
ния (расходования) не зависит от концентрации
реагента A2 и уравнение (1.2) принимает вид (4).

Следовательно, если реакция (1.1) не обратима,
то для нее можно найти НКЗС вида (10). Запишем
для этой реакции соотношения (5) и (6):

(1.4)

(1.5)

Заменим уравнение (1.3) эквивалентным уравне-
нием (1.5) и получим новую систему из двух урав-
нений (1.2) и (1.5), эквивалентную исходной си-
стеме (1.2), (1.3). Первое уравнение этой системы
при k−1 = 0 является частным случаем уравнения
Рикатти и интегрируется точно [20]. Проинтегри-
руем уравнения (1.2) и (1.5) и получим соответ-
ственно

(1.6)

(1.7)

где D ≡ (8q0A0k1 + q2)1/2 ≠ q + 4A0k1. Это неравен-
ство проверяется возведением в квадрат его обеих
частей, откуда следует q0 ≠ q + 2A0k1, что не может

выполняться как равенство в общем случае. Вы-
разим из (1.7) с учетом (1.4) время

(1.8)
Подставим (1.8) в (1.6) и получим точный НКЗС
общего вида (10):

(1.9)

где t = ln{(q0 − q)/[q0 − q(A + B)]}/q, D = (8q0A0k1 +
+ q2)1/2. Этот НКЗС не зависит от времени и мо-
жет наблюдаться экспериментально, т.е. является

физически реализуемым. Например, при k1 = 4,
q0 = 2, q = 1, A0 = 1, B0 = 0 НКЗС (1.9) принимает
вид

(1.10)

При других н.у., например, q0 = 1/2, A0 = 3/4, B0 = 1/4 НКЗС (1.9) запишется

(1.11)

Графические иллюстрации зависимостей A(t),
B(t) и НКЗС (1.10) и (1.11) приведены на рис. 1.

Решим для реакции (1.1) ОЗ на основе стацио-
нарных данных. Проинтегрируем уравнения (1.2),
(1.3) численно при любом заданном произвольно
значении константы k1, которое будем считать
“истинным”, но неизвестным. Из рис. 1а видно,
что, например при k1 = 4, стационарная концен-
трация исходного реагента A∞ ≈ 0.45 (ошибка –
∼5%). Точное значение, полученное при чис-
ленных расчетах A∞ ≈ 0.4414, т.е. ошибка (отно-
сительная) Δ ≈ (0.45 – 0.44)/0.45 ≈ 0.02 (2%). Урав-
нение (11) для этой реакции запишется 2k1A2 =
= q0A0 − qA∞, откуда при q0 = 2, q = 1, A0 = 1 нахо-

дим k1 = (q0A0 − qA∞)/  ≈ 3.83. Отметим, что

продукт этой реакции также можно считать free-
реагентом (второго уровня), так как скорость его
образования зависит только от его концентрации
и концентрации другого (свободного) реагента.
Это позволяет решить ОЗ и на основе стационар-
ной концентрации реагента B∞ ≈ 1.55 (см. рис. 1а).
Так, из уравнения (1.3) в стационарном состоя-
нии следует 2k1A2 + q0B0 − qB∞ = 0, откуда при
B0 = 0 получим k1 ≈ 3.83. Как видно, результаты
решения ОЗ близки к истинному значению k1 = 4
с погрешностью (4 − 3.83)/4 = 0.0425 (4.25%), что
сравнимо с типичными ошибками измерений по-
рядка 5−10%.

Пример 2. Реакция A1 = A3, протекающая через
три стадии:

1 22 2 ,=A A

−= − + + −2 2
1 1 0 0' 2  2 ,A k A k B q A qA

−= − + −2 2
1 1 0 0' 2 2 ,B k A k B q B qB

0 0 1.A B+ =

0 0 0 )' (' .( )A B q A B q A B+ = + − +

( )[ ]{ }0 1 0 1 1th 2 ln 4 4 2 ,( ) 4A q Dt q D A k q D A k D k= − + + + + − + −

( ) 0 0 ( ex ,(p) )q A B q q q qt+ = + − −

( )[ ]{ }0 0( )ln .t q q q B qq A= − − +

( ) ( )[ ]{ }0 1 0 1 1th 2 ln 4 4 2 4  ,K Dt q D A k q D A k D k A q+ + + − + − − =≡

{ } + − − ≡ + + − =1 2 1 2 1 2 1 2th 65 ln 2 ln 65  16 65 16 2( ) 2 ( ) ( ) 65 16 1.K A B A

{ } + − + + − −≡ =
1 2 1 2 1 2 1 2th 13 ln 2 2 ln 13 13 13 13 2 1( ) ( ) 3 1.( ) 16K A B A

( )22A∞
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(2.1)

в открытом изотермическом безградиентном ре-
акторе описывается ОДУ:

(2.2)

(2.3)

(2.4)

где A, B и С – концентрации реагентов A1, A2 и A3
соответственно. Для схемы (2.1) условие суще-
ствования free-реагента А1 (3) запишется k−1 = 0
(i* = 1), так как при этом скорость его образова-
ния (расходования) не зависит от концентраций
других реагентов и уравнение (2.2) принимает вид
(4). Следовательно, если реакция (2.1) необрати-
ма, то для нее с помощью соотношений (4)−(9)
можно найти НКЗС вида (10). В этом случае соот-
ношения (5) и (6) принимают соответственно вид

(2.5)

(2.6)

Заменим уравнение (2.3) эквивалентным урав-
нением (2.6). Проинтегрируем уравнения (2.2) и
(2.6) и с учетом (2.5) получим

(2.7)

(2.8)

Из (2.8) следует

1 2 2 3 3 2,  ,,= = =A A 2A 2A A A

2
1 1 0 0' ,A k A k B q A qA−= − + + −

2 2 2
1 1 2 2 3

3 0 0

' 2  2
,

B k A k B k B k C k C
k B q B qB

− −

−

= − − + + −
− + −

2 2
2 2 3 3 0 0' 2 2 ,C k B k C k C k B q C qC− −= − − + + −

0 0 0  1,A B С+ + =

0' ' ' .( )A B C q q A B C+ + = − + +

( )
( )[ ]

1 0 0

0 1 0 1( exp ,)
k q A q A

q q k A k q t
+ = +

+ − + − +

0 0( ) ( ) (exp .)q A B С q q q qt+ + = + − −

(2.9)

Подставим (2.9) в (2.7) и найдем точный НКЗС
общего вида (10):

(2.10)

Варьируя параметры этого выражения, получим
серию частных НКЗС. Например, при k1 = 1, q0 =
= 1/2, q = 1 для н.у. A0 = 1, B0 = 0, С0 = 0 найдем

(2.11)

Графическая иллюстрация зависимостей A(t),
B(t), C(t) и НКЗС (2.11) приведена на рис. 2.

Из рис. 2 видно, что стационарная концентра-
ция исходного реагента A∞ ≈ 0.25 (ошибка – ∼5%).
Точное значение, полученное при численных рас-
четах A∞ ≈ 0.2411, т.е. ошибка (относительная) Δ ≈
≈ (0.25 – 0.24)/0.25 ≈ 0.04 (4%). Уравнение (11) за-
пишется k1A = q0A0 − qA∞, откуда при q0 = 1/2, q = 1,
A0 = 1 находим k1 = (q0A0 − qA∞)/A∞ ≈ 1, что полно-
стью совпадает с точным значением k1. Отметим,
что в этой реакции другие реагенты не являются
свободными и константы скоростей остальных ста-
дий с помощью НКЗС (2.11) не определяются.

Пример 3. Реакция H2 + (1/2)O2 = H2O, проте-
кающая по механизму

(3.1)

в открытом изотермическом безградиентном реак-
торе с участием пяти реагентов описывается ОДУ

( )[ ] [ ]( )

[ ]{ }( )

1

1

 
1

0 0

exp exp

.

( )

( ) ( )

k q q

qk q

k q t qt

q A B С q q q

+

+

− + = − =

= + + − −

( )
[ ] ( ){ }( )1

1 0 1 0

0 0 0 0

( )

( .) k q q

K k q A q q k A

q A B С q q q q A+

≡ ×+ − − +

+ + − −× =

[ ]22 3 2( ) 21 1 2.K A A B С− + + − =≡

2 2 2H 2H, O 2O*, 2H* O* H O,= = + =

Рис. 2. Зависимости: 1 − A(t), 2 − B(t), 3 − C(t) и 4 − K(t)
для реакции (2.1) при k1 = 1, q0 = 1/2, q = 1, A0 = 1,
B0 = 0, С0 = 0.
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Рис. 1. Зависимости: 1 − A(t), 2 − B(t) и 3 − K(t) для ре-
акции (1.1) при k1 = 4 и н.у. q0 = 2, q = 1, A0 = 1, B0 = 0 (а);
q0 = 1/2, A0 = 3/4, B0 = 1/4 (б).
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(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

где A = [H2], B = [O2], C = [H2O], D = [H*], E = [O*] –
концентрации реагентов. В механизме (3.1) каждое
из исходных веществ может быть free-реагентом.
При выполнении условий (3) только для стадии
i* = 1 таким реагентом становится H2. При вы-
полнении условий (3) только для стадии i* = 2 та-
ким реагентом становится O2. При выполнении
условий (3) для обеих этих стадий i* = {1, 2} free-
реагентами являются оба исходных вещества и
при k−1 = k−2 = 0 можно найти два НКЗС вида (10).
Запишем соотношения (5) и (6), например, для
последнего случая

(3.7)

(3.8)

где F ≡ 2A + 2B + 3С + D + E. Заменим уравне-
ние (3.5) эквивалентным уравнением (3.8). Про-
интегрируем уравнения (3.2), (3.3) и (3.8) и полу-
чим соответственно

(3.9)

2
1 1 0 0' ,A k A k D q A qA−= − + + −

2
2 2 0 0' ,B k B k E q B qB−= − + + −

2
3 3 0 0' ,C k D E k C q C qC−= − + −

2
1 1

2
3 3 0 0

' 2 2

2 2 ,

D k A k D

k D E k C q D qD
−

−

= − −
− + + −

2
2 2

2
3 3 0 0

' 2 2

,

E k B k E

k D E k C q E qE
−

−

= − −
− + + −

0 0 0 0 02 2 3 1.A B С D E+ + + + =

0

2 ' 2 ' 3 ' ' '
2 2 3( ),

A B C D E
q q A B С D E

+ + + + =
= − + + + +

( )
( )[ ]

1 0 0

0 1 0 1( exp ,)
k q A q A

q q k A k q t
+ = +

+ − + − +

(3.10)

(3.11)

Из (3.11) следует

(3.12)

Подставим (3.12) в (3.9), (3.10) и найдем два точ-
ных НКЗС общего вида

(3.13)

(3.14)

Например, при k1 = k2 = 1, q0 = 1/2, q = 1, A0 = 1/3,
B0 = 1/6, С0 = D0 = E0 = 0 получим

(3.15)

(3.16)

Графические иллюстрации НКЗС (3.15) и (3.16)
приведены на рис. 3.

Решим ОЗ, измеряя стационарные концентра-
ции двух free-реагентов A∞ ≈ 0.08, B∞ ≈ 0.04, см.
рис. 3. Уравнения (11) (их здесь два) соответствен-
но запишутся k1A∞ = q0A0 − qA∞, k2B∞ = q0B0 − qB∞.
Отсюда при q0 = 1/2, q = 1, A0 = 1/3 находим k1 ≈
≈ 1.08, k2 ≈ 1.08, что близко к точным значениям
k1 = k2 = 1 с погрешностью (1.08 − 1)/1 = 0.08 (8%).

( )
( )[ ]

2 0 0

0 2 0 2( exp ,)
k q B q B

q q k B k q t
+ = +

+ − + − +

0 0( )exp ).(qF q q q qt= + − −

( )[ ] [ ]( )

}( )

+

+

− + = − =

= − −

1

1

1
 

0 0

( )exp ex

)

p

( ) ( .

qk q

k q q

k q t qt

qF q q q

( )
[ ]( )1

1 0 1 0
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( ) ( ) .
A

k q q

K k q A q q k A

qF q q q q A+

+ − − +

−

×

− =

≡

×
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[ ]( )2
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( ) ( ) .
B

k q q

K k q B q q k B

qF q q q q B+

+ − − +

−

×
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≡

×

( ) ( )
( ) ( )[ ]2

2 3 2 1 3

2 2 3 1 2 1 2 1 6.
AK A
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−

+ + + + − =

≡ ×

×

( ) ( )
( ) ( )[ ]2

2 3 2 1 6

2 2 3 1 2 1 2 1 12.
BK B

A B С D E

≡ −
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×

×

Рис. 3. Зависимости: 1 − A(t), 2 − B(t), 3 − C(t), 4 − KА(t), 5 − KВ(t) для реакции (3.1) при k1 = k2 = 1, q0 = 1/2, q = 1, A0 =
= 1/3, B0 = 1/6, С0 = D0 = E0 = 0.
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КОЛЬЦОВ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан метод определения новых точных
нелинейных кинетических законов сохранения
(НКЗС), которые зависят от кинетических парамет-
ров и начальных условий проведения нелинейных
реакций, протекающих в открытом изотермическом
безградиентном реакторе. Механизмы таких реак-
ций включают стадии превращения исходных ве-
ществ и не содержат стадий их образования, что
характерно для большинства химических реак-
ций. Динамика таких реакций описывается поли-
номиальными дифференциальными уравнениями,
которые допускают точные решения и позволяют
найти точные НКЗС. Полученные НКЗС расширя-
ют представления о взаимосвязи механизмов с не-
стационарными характеристиками химических
реакций и дополняют известные линейные стехио-
метрические и кинетические законы сохранения.

Автор выражает благодарность В.Х. Федотову
за обсуждение работы.
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