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ВВЕДЕНИЕ
Обратная задача химической кинетики, свя-

занная с идентификацией параметров кинетических
моделей, относится к некорректным задачам мате-
матической физики и химии. Сложность их ре-
шения обусловлена погрешностями эксперимен-
тальных данных и неоднозначностью решений.
Математической базой решения некорректных
задач стал метод регуляризации А.Н. Тихонова
(1965), который позволяет найти приближенное
решение, близкое к точному [1, 2]. Физико-хими-
ческие исследования обратных задач проводили
В.Н. Писаренко и А.Г. Погорелов (1969),
М.Г. Слинько (1972), С.И. Спивак (1972), Г.С. Яб-
лонский (1977), В.Н. Лукашенок (1979), В.Г. Гор-
ский (1981) и другие. В химической кинетике
обратная задача связана с определением констант
скоростей элементарных стадий заданного (пред-
полагаемого) механизма по различным экспери-
ментальным данным исследуемой реакции. При
ее решении, как правило, используются сложные
оптимизационные алгоритмы, которые позволя-
ют определить интервалы изменения значений
только некоторых комплексов констант скоростей
стадий [3–32]. Ниже приведен метод решения об-
ратной задачи, основанный на использовании
данных нескольких (двух и более) стационарных
экспериментов с разными начальными условиями
(мультиэкспериментов) [33–39]. Метод позволяет
определять с хорошей точностью точечные физич-
ные значения и интервалы возможного изменения
констант скоростей всех элементарных стадий

предполагаемого механизма реакции без исполь-
зования оптимизационных алгоритмов. Показа-
на эффективность применения метода для ряда
многостадийных реакций, протекающих в изо-
термическом безградиентном реакторе, с учетом
ошибки определения экспериментальных данных.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Рассмотрим в общем виде химическую реак-
цию, протекающую через стадии вида

(1)

где Ak – реагенты; k = 1, …, K – номер реагента;
a±ik ≥ 0 – стехиометрические коэффициенты реа-
гента Ak в стадии i = 1, …, s. Стационарные режимы
такой реакции в изотермическом безградиентном
реакторе описываются системой K нелинейных
алгебраических уравнений:

(2)

где r±i =  – стационарные скорости
стадий в прямом и обратном направлениях (1/с),
k±i – константы скоростей стадий; q0, q и  Ak –
скорости подачи (1/с) и концентрации (мольн.
доли) реагентов на входе и выходе реактора. Если
в реакции выполняются линейные стехиометри-
ческие законы сохранения (ЛСЗС) вида
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(3)

где αjk и Cj – константы, то размерность системы (2)
можно уменьшить на число этих ЛСЗС. Как по-
казано в работе [40], в соответствии с правилом
стехиометрии Гиббса [41] точное число ЛСЗС (за-
висимых реагентов) равно

(4)
где Rs ≡ rank(a+ik – a–ik) – ранг матрицы стехио-
метрических коэффициентов. Выразим c помощью
ЛСЗС Ns зависимых реагентов через остальные
(независимые) и исключим их из выражений (2), (3).
С учетом этого далее будем считать, что уравне-
ния (2) включают только независимые реагенты,
число которых равно K. Отметим, что в качестве не-
зависимых могут быть выбраны любые, наиболее
удобные для измерений реагенты.

В закрытых системах стационарные состояния
(с.с.) определяются только константами скоростей
стадий. В открытых системах координаты с.c. зави-
сят также от скорости подачи реагентов и началь-
ных условий (н.у.):

(5)
Соотношения (5) означают, что в открытых си-
стемах, в отличие от закрытых, эксперименты с
различными н.у. (мультиэксперименты) характе-
ризуются разными с.с. и могут использоваться в
качестве статистической базы для решения об-
ратных задач. Проведем n = 1, 2, …, N мультиэкс-
периментов и измерим координаты с.с. в каждом
из них

(6)

Подставим (6) в (2) и получим систему K × N ли-
нейных по k±i уравнений:

(7)

где k = 1, …, K, n = 1, 2, …, N. Эти уравнения раз-
решимы только тогда, когда

(8)
При K × N = 2s и Δ ≠ 0 система (7) не вырождена
и константы скоростей всех стадий определяются
однозначно:

(9)

где Δ = Δ(a±ik,   Akn) и Δ±i = Δ±i(a±ik,  
Akn) – главный и вспомогательный определители
системы (7). При этом некоторые из них могут
оказаться не физичными, а условия физичности
имеют вид

(10)
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При K × N < 2s система (7) вырождена и константы
скоростей стадий определяются неоднозначно:

(11)

где ΔKN = Δ(a±ik,   Akn, k±i*) ≠ 0 и Δ±i, KN =

= Δ±i(a±ik,   Akn, k±i*) – главный и вспомога-
тельный определители системы из K × N уравнений;
k±i*, i* = 1, …, 2s – K × N – независимые констан-
ты (их значения не определяются однозначно и
могут быть заданы произвольно, например, k±i* = 0),
условия физичности которых аналогичны (10).
При K × N > 2s или невыполнимости хотя бы од-
ного из условий (10) обратная задача не имеет фи-
зичных решений при данном выборе н.у. для
мультиэкспериментов. В этих случаях необхо-
димо выбрать другой набор эксперименталь-
ных точек.

Варьирование различных комбинаций н.у. дает
интервал изменения возможных значений иско-
мых констант. Если ни один из наборов н.у. не дает
физичных решений, то обратная задача неразреши-
ма и необходимо уточнить данные экспериментов.
Отметим, что соотношения (7) используют мини-
мум стационарных экспериментальных данных и
поэтому являются более точными, чем алгорит-
мы, использующие нестационарные эксперимен-
тальные данные.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Пример 1. Пусть реакция А = С + D протекает

по двухстадийной схеме:
(1.1)

Для этой схемы уравнения (2) для реагентов A, B,
C и D соответственно запишутся как

(1.2)

(1.3)

Стехиометрическая матрица схемы (1.1) содер-
жит две строки (по числу стадий) и четыре столб-
ца (по числу реагентов) (1 –1 0 0; 0 1 –1 –1). Ее
определитель det(aik – a–ik) ≠ 0, а ранг Rs = 2, и, со-
гласно (4), точное число ЛСЗС (зависимых реа-
гентов) Ns = 4 – 2 = 2. Следовательно, в системе
(1.2), (1.3) есть два ЛСЗС, которые нетрудно запи-
сать: A + B + C = 1 и A + B + D = 1. Выберем в ка-
честве независимых реагентов, например, А и С,
выразим с помощью ЛСЗС остальные и получим
систему уравнений для независимых реагентов:

(1.4)

(1.5)
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Учитывая, что реакция (1.1) модельная и для нее
нет экспериментальных данных, зададим произ-
вольно  = 1,  = 1,  = 1,  = 1 и будем счи-
тать их “истинными” значениями констант ско-
ростей стадий реакции. Выберем с учетом ЛСЗС
“естественные” начальные условия для первого
эксперимента: q = q0 = 1,  = 1,  = 0,  = 0,

= 0. Выберем также с учетом ЛСЗС н.у. для
второго эксперимента: q = q0 = 1,  = 3/4,  = 1/4,

 = 0,  = 0. Решим численно систему (1.4),
(1.5) для выбранных н.у., найдем координаты
двух с.с. (A1, С1) = (0.6065, 0.1805), (A2, С2) =
= (0.2222, 0.3333) и будем считать их эксперимен-
тальными значениями. Подставим все эти значе-
ния в (1.4), (1.5) и получим систему линейных
уравнений по константам скоростей стадий:

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

1
*k+ 1

*k− 2
*k+ 2

*k−

0
1A 0

1B 0
1C
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0
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2B
0
2C 0

2D

1 1 1
0

1
0

11 1(1 ,) 0k A k A С Aq qA+ −− + − − + − =

2 0
2 1 1 1

0
2 1 11 –) 0,( k C q Ck A С qC+ −− − − + =

1 2 1
0

2
0

22 2(1 ,) 0k A k A С Aq qA+ −− + − − + − =

2 0 0
2 2 22 2 2 2( )1 0.k C q Ck A С qC+ −− − − + − =

Оценим погрешности метода, решая эту систему
с разными н.у. (табл. 1).

Из табл. 1 видно, что найденные значения
констант практически не зависят от выбора н.у.
Устойчивость метода оценивалась вариацией
“истинных” значений констант. Например, для
“истинных” значений  = 1,  = 0.1,  = 2,

= 0.2 метод дает k+1 = 1, k–1 = 0.1, k+2 = 2, k–2 = 0.2
(R = 0.0011). Для более “жестких” значений  = 1,

 = 0.1,  = 10,  = 100 получим k+1 = 1, k–1 = 0.1,
k+2 = 9.9365, k–2 = 99.3418 (R = 0.22). Как видно,
метод устойчив.

Влияние шума на ошибки вычислений показа-
но в табл. 2. Из этой таблицы видно, что с ростом
уровня шума до 20% погрешность определения
констант не превышает 10%. Соответственно, ре-
шениями обратной задачи (с учетом шума) мож-
но считать интервалы k+1 ∈ [0.6806, 1], k–1 ∈ [1, 1],
k+2 ∈ [1.0094, 1.1899], k–2 ∈ [0.9997, 0.9997], кото-
рые близки к “истинным” значениям констант
скоростей стадий.

Пример 2. Пусть реакция А = C протекает в три
стадии:

(2.1)

1
*k+ 1

*k− 2
*k+

2
*k−

1
*k+

1
*k− 2

*k+ 2
*k−

A B, A 2C, B C A.= = + =

Таблица 1. Погрешность решений обратной задачи для реакции (1.1) 
в зависимости от н.у. (при отсутствии шума S = 0)

Примечание. R = 100[∑(  – k–i)
2]0.5/2s – среднеквадратическое отклонение истинных констант от расчетных.

k+1 k–1 k+2 k–2 R, %

1 0 0 1 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.0073
1 0 3/4 1/4 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.0073
1 0 1/4 3/4 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.0086
1 0 1/2 3/2 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.0106

0
1A 0

1C 0
2A 0

2C

*ik+

Таблица 2. Погрешность решений обратной задачи для реакции (1.1)

в зависимости от уровня шума (  = 1,  = 0 и  = 0,  = 1)

Примечание. Зашумленные значения рассчитаны с помощью случайных чисел R ∈ (0, 1) с равновероятным выбором знака
= AnR(1 + S)sgn(S – 0.5), где S – уровень шума (%); sgn – функция “сигнум” (знак).

S, % k+1 k–1 k+2 k–2 R, %

0 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.0073
1 0.9812 1.0000 1.0094 0.9997 0.5266
2 0.9627 1.0000 1.0189 0.9997 1.0458
3 0.9446 1.0000 1.0284 0.9997 1.5575
4 0.9268 1.0000 1.0379 0.9997 2.0619
5 0.9093 1.0000 1.0474 0.9997 2.5591

10 0.8265 1.0000 1.0949 0.9997 4.9454
15 0.7505 1.0000 1.1424 0.9997 7.1822
20 0.6806 1.0000 1.1899 0.9997 9.2896

0
1A 0

1С 0
2A 0

2С

*nA
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Уравнения (2) для этой реакции запишутся в виде

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Стехиометрическая матрица схемы (2.1) содержит
три строки и три столбца (1 –1 0; 1 0 –2; –1 1 1). Ее
ранг Rs = 3 и, согласно выражению (4), точное
число ЛСЗС (зависимых реагентов) Ns = 3 – 3 = 0.
Следовательно, в этой реакции нет ЛСЗС и все
реагенты независимы. Зададим “истинные” зна-
чения констант скоростей стадий  = 1,  = 1,

 = 1,  = 1,  = 1,  = 1 и произвольные н.у.
для двух экспериментов, например: q = q0 = 1,

= 1,  = 0,  = 0 и  = 1,  = 0,  = 0. Рас-
считаем для них координаты двух с.с. (A1, B1, С1) =
= (0.4769, 0.3709, 0.5695) и (A2, B2, С2) = (0.2308,
0.6333, 0.3078); примем их за экспериментальные
данные и подставим в уравнения (2.2)–(2.4):

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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Оценим погрешности метода, решая эту систему
с разными н.у. (табл. 3).

Из табл. 3 видно, что расчетные значения кон-
стант слабо зависят от начальных условий. Для
более жестких “истинных” значений констант,

например для  = 1,  = 0.1,  = 2,  = 0.2,

= 3,  = 0.3 (  = 1,  = 3/4), метод дает k+1 =
= 0.9994, k–1 = 0.0990, k+2 = 2.0007, k–2 = 0.2004,
k+3 = 3.0059, k–3 = 0.3017 (R = 0.0356). Для еще бо-

лее “жестких” значений  = 1,  = 0.1,  = 10,

 = 100,  = 1000,  = 0.001 метод теряет
устойчивость (решение не физично): k+1 = 1, k–1 =
= 0.1056, k+2 = 9.9698, k–2 = 99.6740, k+3 = 757.0308,
k–3 = –0.2408 (R = 8.1858). В этом случае следует
выбрать другие начальные условия. Например,
для н.у.  = 1,  = 0 и этих же истинных значе-
ний констант получим физичное решение k+1 = 1,
k–1 = 0.1016, k+2 = 10.0035, k–2 = 100.0366, k+3 =
= 999.5098, k–3 = 0.0009 (R = 0.9202).

Влияние шума на ошибки вычислений показа-
но в табл. 4. Из этой таблицы видно, что с ростом
уровня шума до 4% погрешность определения
констант не превышает 10%. Соответственно, ре-
шениями обратной задачи (с учетом шума) мож-
но считать интервалы k+1 ∈ [0.85, 1], k–1 ∈ [1, 1],
k+2 ∈ [0.75, 1], k–2 ∈ [0.70, 1], k+3 ∈ [0.60, 1], k–3 ∈
∈ [0.97, 1], которые близки к “истинным” значе-
ниям констант скоростей стадий.

Пример 3. Рассмотрим еще более сложную
схему реакции:

(3.1)

Для нее уравнения (2) запишутся в виде

(3.2)

(3.3)

(3.4)

1
*k+ 1

*k− 2
*k+ 2

*k−

3
*k+ 3

*k−
0

1A 0
2A

1
*k+ 1

*k− 2
*k+

2
*k− 3

*k+ 3
*k−

0
1A 0

2A

A B, B 2C, A B 2D, B C 2D.= = + = + =

2 0 0
1 1 3 3 0,k A k B k AB k D q A qA+ − + −− + − + + − =

2
1 1 2 2 3

2 2 0 0
3 4 4 0,

k A k B k B k C k AB

k D k BC k D q B qB
+ − + − +

− + −

− − + − +
+ − + + − =

2
2 2 4

2 0 0
4

2 2

0,

k B k C k BC

k D q C qC
+ − +

−

− − +
+ + − =

Таблица 3. Погрешность решений обратной задачи для реакции (2.1)
в зависимости от н.у. (при отсутствии шума S = 0)

k+1 k–1 k+2 k–2 k+3 k–3 R, %

1 0 0 0 1 0 0.9993 0.9998 1.0011 1.0030 0.9970 0.9977 0.0827
1 0 0 1/2 1/2 0 0.9986 0.9990 1.0045 1.0080 0.9953 0.9969 0.2337
1 0 0 1/2 0 1/2 1.1115 1.1441 0.9976 0.9980 0.9430 0.9737 4.5553
1 0 0 1/2 1/2 1/2 0.9982 0.9984 0.9967 0.9966 0.9977 0.9980 0.1322
1 0 0 3/4 0 0 0.9841 0.9803 1.0119 1.0190 1.0091 1.0030 0.8460

0
1A 0

1B 0
1C 0

2A 0
2B 0

2C
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(3.5)

Для схемы (3.1) Rs = 4 и Ns = 0. Следовательно, в
этой системе нет зависимых реагентов и все реа-
генты независимы. Зададим “истинные” значе-

ния констант скоростей стадий:  = 1,  = 1,

= 1,  = 1,  = 1,  = 1,  = 1,  = 1 и на-
чальные условия для двух экспериментов, например,
q = q0 = 1,  = 1,  = 0,  = 0,  = 0 и  = 0,

= 1,  = 0,  = 0. Рассчитаем для них коорди-
наты с.с., подставим эти значения в (3.2)–(3.5) и
получим восемь линейных уравнений для опреде-
ления восьми неизвестных констант скоростей
стадий. Результаты решения этой системы урав-
нений приведены в табл. 5. Из этой таблицы вид-
но, что при уровне шума до 0.5% ошибка метода
не превышает 8%. При дальнейшем росте уровня
шума метод теряет устойчивость. Соответствен-
но, решениями обратной задачи (с учетом шума)
можно считать интервалы k+1 ∈ [1, 1.0023], k–1 ∈
∈ [0.9556, 1.0001], k+2 ∈ [0.9999, 1.1239], k–2 ∈ [0.9998,
1.2661], k+3 ∈ [0.8646, 1.0001], k–3 ∈ [0.9996,
1.0544], k+4 ∈ [0.7593, 1.0002], k–4 ∈ [0.1289, 1.0010],
которые близки к “истинным” значениям кон-
стант скоростей стадий.

Пример 4. В работе [26] экспериментально
установлено, что реакция гидроалюминирования
олефинов для алюминийорганического соедине-
ния  (диизобутилалюминийгидрид) в

2
3 3 4

2 0 0
4

2 2 2

2 0.

k AB k D k BC

k D q D qD
+ − +

−

− + −
− + − =

1
*k+ 1

*k−

2
*k+ 2

*k− 3
*k+ 3

*k− 4
*k+ 4

*k−

0
1A 0

1B 0
1C 0

1D 0
1A

0
1B 0

1C 0
1D

( )
2HAlBu i

присутствии катализатора Cp2ZrCl2 при –60°С
протекает по схеме

(4.1)

где A = [Cp2ZrH2 ⋅ ]2, B = [Cp2ZrH2 ⋅

⋅ ], C =  D = [Cp2ZrH2 ⋅ 

⋅ ]2. Для этой схемы в работе [27] оптими-
зационными методами найдены “истинные” зна-
чения констант скоростей стадий (пересчитаны в
1/с): k+1 ≈ 0.066, k–1 ≈ 0.0829, k+2 ≈ 0.263, k–2 ≈ 0.0287,
описывающие кинетику данной реакции со стан-
дартной ошибкой 5%.

Рассчитаем эти константы без применения ме-
тодов оптимизации с помощью соотношений
(2)–(10). Запишем для схемы (4.1) уравнения (2):

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Согласно (3), (4), в системе (4.2)–(4.5) есть два
независимых ЛСЗС: 2A + B + D = 2, C + D = 1, т.е.
два независимых реагента (K = 2). Выберем неза-
висимыми реагентами А и D, исключим из (4.2)–
(4.5) с помощью ЛСЗС зависимые реагенты и полу-
чим эквивалентную систему уравнений с четырьмя
неизвестными константами скоростей стадий:

A 2B, B C D,= + =
( )
2ClAlBu i

( )
2ClAlBu i ( )

2HAlBu ,i ( )
2HAlBu i ⋅

( )
2ClAlBu i

2 0 0
1 1 0,k A k B q A qA+ −− + + − =

2
1 1 2

0 0
2

2 2

0,

k A k B k BС

k D q B qB
+ − +

−

− − +
+ + − =

0 0
2 2 0,k BC k D q C qC+ −− + + − =

0 0
2 2 0.k BC k D q D qD+ −− + − =

Таблица 4. Погрешность решений обратной задачи для реакции (2.1)

в зависимости от уровня шума (  = 1,  = 0,  = 0,  = 0,  = 1,  = 0)

S, % k+1 k–1 k+2 k–2 k+3 k–3 R, %

0 0.9993 0.9998 1.0011 1.0030 0.9970 0.9977 0.0827
1 0.9603 1.0005 0.9282 0.9162 0.8838 0.9907 2.9316
2 0.9221 1.0012 0.8567 0.8324 0.7747 0.9839 5.8467
3 0.8846 1.0018 0.7865 0.7515 0.6694 0.9772 8.6834
4 0.8478 1.0025 0.7176 0.6735 0.5678 0.9706 11.4444
5 0.8116 1.0031 0.6499 0.5981 0.4698 0.9642 14.1327

0
1A 0

1B 0
1C 0

2A 0
2B 0

2C

Таблица 5. Решение обратной задачи для реакции (3.1) в зависимости от уровня шума

(  = 1,  = 0,  = 0,  = 0,  = 0,  = 1,  = 0,  = 0)

S, % k+1 k–1 k+2 k–2 k+3 k–3 k+4 k–4 R, %

0 1.0000 1.0001 0.9999 0.9998 1.0001 0.9996 1.0002 1.0010 0.0141
0.5 1.0015 0.9777 1.0828 1.1782 0.9093 1.0363 0.8388 0.4169 8.0493
0.75 1.0023 0.9667 1.1239 1.2661 0.8646 1.0544 0.7593 0.1289 12.0242
1 1.0030 0.9556 1.1649 1.3532 0.8202 1.0722 0.6804 –0.156 15.9622

0
1A 0

1B 0
1C 0

1D 0
2A 0

2B 0
2C 0

2D
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(4.6)

(4.7)

Согласно выражениям (8), (9), для однозначного
определения всех неизвестных этой системы не-
обходимое число экспериментов N = s/K = 2. Вы-
берем по данным работы [26] результаты двух
экспериментов: A1 ≈ 0.33, D1 ≈ 0.82, q1 =  = 0 и

A2 ≈ 0.38, D2 ≈ 0.76, q2 =  = 0.01 (остальные н.у.
одинаковы: A0 = 1, D0 = 0). Подставим эти значе-
ния в (4.6), (4.7) и получим четыре линейных
уравнения вида (7) с четырьмя неизвестными
константами скоростей стадий:

(4.8)

(4.9)

(4.9)

(4.10)

Решение этой системы, согласно (9), примет вид

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Отметим, что для этих экспериментов условия
физичности (10) и н.у. выполняются:

( )2 0 0
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( ) ( )2
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2 2 1
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2 1 2 2 2

0
2 2 2 1 1 1 2

,

2 2 1 ,

k D q D D

k q D D A D D−

= − − Δ

= − − − − − Δ

2 1 2 2 2

2 1 1 1

( )(2 2 )
( )(

1
2 2 1 .)

D A D D
D A D D

Δ = − − − −
− − − −

(4.15)

Численные значения констант (4.11)–(4.14) при
разных уровнях шума приведены в табл. 6. Из
этой таблицы видно, что с ростом уровня шума до
20% погрешности метода не превышают 10%. При
дальнейшем повышении уровня шума некоторые
константы становятся нефизичными. Соответ-
ственно, результатом решения обратной задачи яв-
ляются интервалы k+1 ∈ [0.03, 0.06], k–1 ∈ [0.07, 0.08],
k+2 ∈ [0.26, 0.51], k–2 ∈ [0.03, 0.04], которые близки
к интервалам их изменений k+1 ∈ [0.02, 0.08], k–1 ∈
∈ [0.08, 0.35], k+2 ∈ [0.07, 0.22], k–2 ∈ [0.02, 0.08], рас-
считанным в работах [26, 27] (пересчитаны в 1/с).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Описан метод решения обратной задачи хими-
ческой кинетики, который позволяет определять
интервалы изменения значений констант скоростей
элементарных стадий многостадийных реакций по
данным серии стационарных экспериментов с раз-
ными начальными условиями (мультиэксперимен-
тов). Результативность и устойчивость метода пока-
заны на примерах многостадийных нелинейных
химических реакций, протекающих в стационар-
ном режиме с различным уровнем шума в изотер-
мическом безградиентном реакторе.

Автор выражает благодарность В.Х. Федотову
за полезные обсуждения работы.
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