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ческих законов сохранения (НКЗС) в химических реакциях, протекающих по линейным многоста-
дийным механизмам в изотермических безградиентных реакторах. Эти НКЗС представляют собой
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риантов, которые можно наблюдать на основе данных, измеренных в одном нестационарном экс-
перименте с определенными заданными начальными условиями. Показана применимость подхода
для определения НКЗС конкретных реакций, протекающих в закрытом и открытом безградиент-
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Нелинейные законы сохранения (ЗС) пред-
ставляют собой не зависящие от времени (авто-
номные) комбинации нестационарных концен-
траций реагентов и параметров реакции [1–14].
“Полный” набор автономных ЗС химической ре-
акции включает линейные стехиометрические ЗС
(ЛСЗС) и нелинейные кинетические ЗС (НКЗС).
ЛСЗС зависят только от стехиометрии реакции и
легко находятся. Установить линейные кинетиче-
ские ЗС (ЛКЗС) и НКЗС сложнее, они зависят от
кинетических параметров реакции и концентра-
ций реагентов. В закрытых системах число незави-
симых ЛСЗС определяется числом различных ато-
мов, участвующих в реакции. В работах [2–4] было
показано, что в закрытых системах точное число
независимых ЛСЗС Ns = n − Rk ≥ 1, а точное число
ЛКЗС Nk = R − Rk ≥ 0, где n − общее число реаген-
тов (включая зависимые), Rk − ранг стехиометри-
ческой матрицы по комплексам реагентов (раз-
личным необратимым стадиям), R − ранг стехио-
метрической матрицы по всем реагентам (всем
стадиям). Это означает, что в закрытых системах

всегда есть хотя бы один (основной) независи-
мый ЛСЗС, а ЛКЗС могут отсутствовать. Число
НКЗС неизвестно даже для закрытых систем, но
отельные их виды найдены для некоторых клас-
сов реакций [4, 5]. Недавно для закрытых и от-
крытых систем были обнаружены новые виды
НКЗС, основанные на данных нескольких экспе-
риментов (мультиэкспериментые) [6–14]. По чис-
лу экспериментов и реагентов эти НКЗС делятся
на двухэкспериментные мультиреагентные (ДМ)
на основе двух взаимно-обратных граничных экс-
периментов и мультиэкспериментые монореагент-
ные (ММ) на основе множества любых (необя-
зательно граничных) экспериментов. ДМ-НКЗС
(термодинамические временные инварианты, ther-
modynamic time invariaces) найдены для линейных
и некоторых нелинейных реакций в закрытых си-
стемах [6–11]. ММ-НКЗС (автономные кинети-
ческие инварианты, autonomous kinetic invariants)
найдены для линейных и некоторых нелинейных
реакций в закрытых и открытых системах [12–14].
Определение новых видов автономных НКЗС,
особенно в открытых системах, является актуаль-
ным, так как они могут быть использованы при
решении обратных задач химической кинетики.

В данной статье описана новая разновидность
автономных ММ-НКЗС для линейных многоста-
дийных реакций, основанных на одном нестаци-

Обозначения: ЗС – законы сохранения, НКЗС – нелиней-
ные кинетические законы сохранения, ЛСЗС – линейные
стехиометрические ЗС, ЛКЗС – линейные кинетические ЗС,
ДМ – двухэкспериментные мультиреагентные, ММ –
мультиэкспериментые монореагентные, ОДУ – обыкно-
венные дифференциальные уравнения.
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онарном эксперименте в закрытых и открытых
изотермических безградиентных системах.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Пусть химическая реакция протекает через s

линейных элементарных стадий

(1)

где aij, a−ij − стехиометрические коэффициенты
реагентов Аj, j = 1, …, n в левых и правых частях
стадии i. В закрытых системах для каждой линей-
ной стадии выполняются ЛЗСЗ атомов  =

=  = 1. В открытых системах эти ЛСЗС мо-

гут нарушаться. Динамика таких реакций в от-
крытом изотермическом безградиентном реакто-
ре в рамках закона действующих масс описывается
системой линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ)

(2)

где Аj − концентрации реагентов Аj (мол. д.), A0j −

начальные условия (н. у.), ri = ki  и r−i =

= k−i  − скорости стадий в прямом и обрат-
ном направлениях соответственно (1/с), ki и k−i −
константы скоростей прямой и обратной стадий
соответственно (1/с), q0 и q – начальная и теку-
щая скорости реакционного потока соответствен-
но (1/с) (в закрытом безградиентном реакторе q =
= q0 = 0).

Общее решение системы (2) запишется как

(3)

где Aj∞(ki,k−i,A0j,q0) – координаты единствен-
ного устойчивого стационарного состояния,
Сjk(ki,k−i,A0j,q0) − константы, λk(ki,k−i,A0j,q0) < 0 −
различные собственные числа.

В закрытом безградиентном реакторе для ре-
акции (1) всегда выполняется как минимум один
основной автономный ЛСЗС

(4)

В открытом безградиентном реакторе с ростом q
этот ЛСЗС нарушается и формируется новый ЗС
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который после интегрирования принимает вид

(5)

При q ≠ q0 этот ЗС зависит от времени (неавто-
номный), но при q = q0 он становится автоном-
ным и совпадает с выражением (4). Это означает,
что при постоянной скорости потока открытый
безградиентный реактор становится подобным
закрытому безградиентному реактору.

В работе [12] дан критерий существования
ММ-НКЗС с использованием двух и более экспе-
риментов с разными н. у. (мультиэкспериментов).
При использовании только одного эксперимента
(моноэксперимента) аналогичный критерий мож-
но переписать в виде

(6)

Если условия (6) выполнимы при физичных зна-
чениях параметров реакции, то решения (3) могут
быть представлены в виде

(7)

(8)

Соотношения (7) позволяют выразить все экспо-
ненты через одну (любую) выбранную экспонен-
ту, концентрации реагентов и кинетические па-
раметры реакции

(9)

Подстановка этих равенств в выражение (8) дает до
n – 1 моноэкспериментных p-реагентных НКЗС

(10)

Таким образом, если реакция протекает через ли-
нейные стадии (1) в закрытой или открытой изо-
термических безградиентных системах при выпол-
нении условий (6), то для нее, кроме ЛЗСЗ вида
(4), реализуются p-реагентные моноэксперимент-
ные НКЗС вида (10). Покажем это на примерах
конкретных реакций.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Пример 1. Пусть реакция протекает с участием

только двух (n = 2) реагентов

(1.1)
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Для схемы (1.1) ОДУ (2) в открытом и закрытом
(q0 = q = 0) изотермических безградиентных реак-
торах запишутся как

(1.2)

Из (1.2) видно, что, если реакция (1.1) протекает в
закрытой системе, то для нее выполняется один
автономный ЛСЗС вида (4)

В открытом безградиентном реакторе этот ЛСЗС
не выполняется, а справедлив неавтономный ЗС
вида (5)

Проанализируем возможность существования
для реакции (1.1) автономных НКЗС в открытом
и закрытом безградиентных реакторах. Для этого
запишем решение (3) для системы (1.2):

(1.3)

где CA1 = k−1(k−1A0q + qk−1B0 + A0q2 + q2B0 − q0A0k1 −
– q0A0k−1 − k−1q0B0 − q0B0k1 + A0qk1 + k1qB0 –
−qq0B0 – q0A0q/S,

 
CB1 = k1(k−1A0q + qk−1B0 + A0q2 + q2B0 − q0A0k1 −
− q0A0k−1 − k−1q0B0 − q0B0k1 + A0qk1 + k1qB0 − qq0B0 −
− q0A0q)/S, 
CB2 = −CA2, A∞ = q0[k−1(A0 + B0) + A0q]/ [q(k1 + k−1 + q)], 
B∞ = q0[k1(A0 + B0) + B0q]/[q(k1 + + k−1 + q)], S = (k1 +
+ k−1)/[q(k1 + k−1 + q)], λ1 = −q, λ2 = −(k1 + k−1 + q).

Критерий (6) выполняется, если CA1 = 0, CB1 ≠ 0
или CA2 = 0, CB2 ≠ 0. Однако оба эти случая невоз-
можны, так как пары CA1 и CB1 или CA2 и CB2 обраща-
ются в ноль одновременно при q = q0 или q = q0 –
– (k1 + k−1) соответственно. Следовательно, в откры-
том и закрытом изотермических безградиентных
реакторах для реакции (1.1) не существуют авто-
номные НКЗС вида (10). Для нее выполняется
только автономный ЛСЗС A + B = 1 в закрытом
изотермическом безградиентном реакторе.

Пример 2. Пусть реакция протекает по парал-
лельной схеме с тремя (n = 3) реагентами

(2.1)

Динамика этой реакции в закрытом безградиент-
ном изотермическом реакторе описывается си-
стемой ОДУ

 (2.2)

1 1 0 0

1 1 0 0

' ,
' .

A k A k B q A qA
B k A k B q B qB

−

−

= − + + −
= − + −

1.A B+ =

( )[ ]0 0( )exp .A B q qt q q q+ = + − −
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1 , 2) ) .= =A B A С

1 1 2 2' ,A k A k B k A k C− −= − + − +

из которой следует, что для реакции (2.1) суще-
ствует один автономный ЛСЗС

Решения уравнений (2.2) имеют вид

(2.3)

где CA1, CA2, CB1, CB2, CC1, CC2 − константы, 

λ1,2 = −(k1 + k−1 + k2 + k−2)/2 ± 

 
A∞ = k−1k−2/S, B∞ = k2k−1/S, 
C∞ = k1k2/S, S = k−1k−2 + k1k−2 + k2k−1. Анализ по-
казал, что критерий (6) выполняется, например,
при k1 = k−1 = k2 = k−2 = 1, тогда CA1 = 0, CB1 ≠ 0, CC1
≠ 0, λ1 = −1,  λ2 = −3, A∞ = B∞ = C∞ = 1/3 и реше-
ния (2.3) примут вид

(2.4)

Отсюда следует exp(−3t) = (A − 1/3)/(A0 − 1/3),
exp(−t) = exp1/3(−3t) = [(A − 1/3)/(A0 − 1/3)]1/3 и
НКЗС

(2.5)

(2.6)

При A0 ≥ 1/3, например, A0 = 2/3, B0 = 1/3, C0 = 0
эти НКЗС принимают физичные значения

(2.7)

(2.8)

и соответствуют горизонтальным (не зависящим
от времени) прямым (см. рис. 1). Отметим, что для
реакции (2.1) автономные НКЗС (2.5) и (2.6) суще-
ствуют при любых н. у. и равных значениях кон-
стант скоростей стадий. В общем случае, при дру-
гих значениях параметров НКЗС возможны толь-
ко при определенных н. у. Например, при k1 = 1,
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k−1 = 2, k2 = k−2 = 1 они наблюдаются при н. у.
С0 = 1 + A0(2−1/2 − 1). Следовательно, в закрытом
изотермическом безградиентном реакторе для па-
раллельной реакции с тремя реагентами, кроме
ЛСЗС, могут наблюдаться и моноэксперимент-
ные автономные НКЗС вида (10).

Пример 3. Динамика той же реакции (2.1) в от-
крытом изотермическом безградиентном реакто-
ре описывается ОДУ

(3.1)

Для этой системы ЛСЗС не существуют, а ее ре-
шения запишутся как

(3.2)

где λ2,3 = −q − (k1 + k−1 + k2 + k−2)/2 ± 

 + 2(k1k2 + k2k−2 + k1k−1 − k1k−2 − k2k−1 −

 
λ1 = −q, A∞ = q0[A0(q2 + k−2q + k−1q + + k−1k−2) +
+B0(k−1q + k−1k−2) + C0(k−2q + k−1k−2)]/S, 
B∞ = q0[A0(k1q + k1k−2) + B0(q2 + k−1q + k2q + k−2q +
+ k1k−2) + C0k1k−2]/S, 
C∞ = q0[A0(k2q + k2k−1) + + B0k2k−1 + C0(q2 + k−1q +
+ k2q + k1q + k2k−1)]/S, 
S = q[q(q + k1 + k2 + k−1 + k−2) + k1k−2 + k−1k−2 +
+ k2k−1]; 
CA1, CA2, CA3, CB1, CB2, CB3, CC1, CC2, CC3 − константы.

1 1 2 2 0 0' ,A k A k B k A k C q A qA− −= − + − + + −

1 1 0 0' ,B k A k B q B qB−= − + −

2 2 0 0' .C k A k C q C qC−= − + −

( ) ( )
( )

1 1 2 2

3 3

exp exp
exp ,

A A

A

A C t C t
C t A∞

= λ + λ +
+ λ +

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3exp exp exp ,B B BB C t C t C t B∞= λ + λ + λ +

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3exp exp exp ,C C CC C t C t C t C∞= λ + λ + λ +

[ 2 2
1 1k k−+ +

2 2
2 2k k−+ +

)1 2
1 2 2,k k− − − 

Анализ показал, что критерий (6) выполняет-
ся, например, при k1 = k−1 = k2 = k−2 = 1, q0 = q = 1,
тогда λ1 = −1, λ2 = −2, λ3 = −4, 
A∞ = A0/2 + B0/4 + C0/4, 
B∞ = A0/4 + 5B0/8 + C0/8, 
C∞ = A0/4 + B0/8 + 5C0/8, 
CA1 = CA2 = 0, CA3 = A0/2 − C0/4 − B0/4, 
CB1 = 0, CB2 = B0/4 − C0/4, CB3 = −A0/4 + C0/8 + B0/8,
CC1 = 0, CC2 = C0/4 − B0/4, CC3 = −A0/4 + C0/8 + B0/8
и решения (3.2) примут вид

(3.3)

Отсюда следует:

и НКЗС

(3.4)

(3.5)

При CA3 > 0 эти НКЗС принимают физичные зна-
чения. Например, для A0 = 2/3, B0 = 1/3, C0 = 0 по-
лучим A∞ = 5/12, B∞ = 3/8, C∞ = 5/24, CA3 = 1/4,
CB2 = 1/12, CB3 = −1/8, CC2 = −1/12, CC3 = −1/8 и

(3.6)

(3.7)

3 ( 4 )exp ,AA C t A∞= − +

2 3exp 2 exp 4 ,( ) ( )B BB C t C t B∞−+= − +

2 3exp 2 exp 4 .( ) ( )C CC C t C t C∞−+= − +

( ) 3( )exp 4 ,At A A C∞− = −

( )[ ]1 2 1 2
3( ) ( )expexp 2 4 At t A A C∞− = − = −

( )[ ]
( )[ ]

1 2
2 3

3 3 ,
B A

B A

B C A A C
C A A C B

∞

∞ ∞

= − +
+ − +

( )[ ]
( )[ ]

∞

∞ ∞

= −
+

+
− +

1 2
2 3

3 3 .
C A

C A

C C A A C
C A A C C

( )
( )

1 2
21 1 6 5 12

5 12 2 3 8,
K B A

A
+= − −

+ − =

( )
( )

1 2
22 1 6 5 12

5 12 2 5 24.
K С A

A
+= + −

+ − =

Рис. 1. Концентрационные зависимости от времени и нелинейные кинетические законы сохранения для реакции (2.1)
в закрытом изотермическом безградиентном реакторе при k1 = k−1 = k2 = k−2 = 1: а – 1 – А(t), 2 – C(t), 3 – K21(t); б –
1 – А(t), 2 – В(t), 3 – K22(t).
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КОЛЬЦОВ

Эти НКЗС и кривые изменения концентраций во
времени приведены на рис. 2. Следовательно, и в
открытом изотермическом безградиентном реак-
торе для параллельной реакции с тремя реагентами,
несмотря на отсутствие ЛСЗС, справедливы моно-
экспериментные автономные НКЗС вида (10).

Проведенный анализ показал, что НКЗС ви-
да (10) существуют и для более сложных много-
стадийных линейных реакций, протекающих в
закрытых и открытых безградиентных системах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Установлены новые нелинейные моноэкспери-
ментные кинетические законы сохранения (НКЗС)
для многостадийных линейных химических реак-
ций, протекающих в закрытых и открытых безгра-
диентных изотермических реакторах. Такие НКЗС
представляют собой не зависящие от времени (ав-
тономные) комбинации кинетических параметров
реакции и концентраций реагентов, измеренных в
одном нестационарном эксперименте с заданны-
ми начальными условиями. Однако следует учи-
тывать, что на практике эти НКЗС могут выпол-
няться только приближенно с погрешностью,
определяемой точностью используемого обору-
дования. Для повышения точности НКЗС и на-
дежности следующих из них выводов необходимо
проведение повторных экспериментов с теми же
или другими начальными условиями и усредне-
ние полученных результатов. Описанные в статье
нелинейные кинетические законы сохранения рас-
ширяют представления о релаксационных зако-
номерностях химических реакций и могут быть
использованы при решении обратных задач хи-
мической кинетики.
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в открытом изотермическом безградиентном реакторе при k1 = k−1 = k2 = k−2 = 1: а – 1 – А(t), 2 – B(t), 3 – K21(t); б –
1 – А(t), 2 – C(t), 3 – K22(t).

0.35

0.50

0.40
0.45

0.55
0.60
0.65

0.5 1.0 1.5

(а)
A, C, K21, мол. доли

2.0

1
2

3

2.5 3.0
t, c

0

0.1

0.4

0.2

0.3

0.5

0.6

0.5 1.0 1.5

(б)
A, C, K22, мол. доли

2.0

1

2

3

2.5 3.0
t, c

0



КИНЕТИКА И КАТАЛИЗ  том 62  № 1  2021

НЕЛИНЕЙНЫЕ КИНЕТИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ 13

Non-Linear Kinetic Conservation Laws in Linear Chemical Reactions
N. I. Kol’tsov1, *

1Ulianov Chuvash State University, Cheboksary, Chuvash Republic, 428034 Russia
*e-mail: koltsovni@mail.ru

An approach, not previously described in the literature, has been developed for establishing new non-linear
kinetic conservation laws (NKCL) in chemical reactions, proceeding according to linear multistage mecha-
nisms in isothermal gradientless reactors. These NKCL are a mono-experimental variety of exact multi-re-
agent kinetic autonomous invariants that can be observed based on data measured in a single non-stationary
experiment with certain specified initial conditions. The approach is shown to be applicable for determining
the NKCL of specific reactions, occurring in closed and open gradientless reactors.

Keywords: chemical kinetics, linear reactions, non-linear kinetic conservation laws
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