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ВВЕДЕНИЕ
Одной из обратных задач (ОЗ) химической ки-

нетики является оценка констант скоростей эле-
ментарных стадий сложных реакций. При ее ре-
шении традиционно используются идеальный
кинетический закон действующих масс (ЗДМ),
нестационарные данные и оптимизационные ал-
горитмы, что не дает возможности оценивать зна-
чения констант скоростей стадий с достаточной
точностью [1–5]. Альтернативные методы реше-
ния ОЗ в рамках ЗДМ по нестационарным дан-
ным без применения оптимизационных алгорит-
мов описаны в [6, 7]. Они позволяют повысить
точность решения ОЗ за счет использования за-
конов сохранения и учета погрешностей измере-
ний экспериментальных данных. В работе [8] был
предложен неоптимизационный метод оценки
констант скоростей стадий реакций в безгради-
ентном реакторе по стационарным данным в рам-
ках идеального ЗДМ. Представляет интерес ис-
следовать решения ОЗ по стационарным данным
с учетом неидеальной кинетики. В связи этим це-
лью настоящей работы является разработка мето-
да решения ОЗ, учитывающего влияние неиде-
альных факторов (изменения активностей и вза-
имное влияние реагентов, неоднородность

реакционной среды и др.) на точность определе-
ния констант скоростей стадий реакции. Ниже
приведен метод решения ОЗ по стационарным
данным без применения оптимизационных алго-
ритмов для химических реакций, протекающих по
неидеальным кинетическим законам (КЗ) [9–26] в
изотермическом безградиентном реакторе.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Пусть химическая реакция протекает через

элементарные стадии вида

(I)

где i – номер стадии; s – число стадий; Aj – реа-
генты; j – номер реагента; n – число реагентов; aij,
bij – стехиометрические коэффициенты исход-
ных веществ и продуктов. Стационарный режим
такой реакции в открытом изотермическом без-
градиентном реакторе описывается системой не-
линейных алгебраических уравнений [1]:

(1)

где ri(ki, fj), r−i(k−i, fj) − кинетические законы (КЗ)
стадий в прямом и обратном направлениях, 1/с;
ki, k−i − константы скоростей стадий, 1/с; fj − тер-
модинамические функции неидеальности реа-
гентов, б/р; Aj – концентрации реагентов, мол.
доли; Aj0 – начальные условия (н. у.); q0, q − на-

Сокращения: ОЗ − обратная задача; ЗДМ − закон действу-
ющих масс; КЗ − кинетический закон; н. у. − начальные
условия; ЛСЗС − линейные стехиометрические законы со-
хранения.
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чальная и текущая скорости реакционного пото-
ка в реакторе, 1/с. Зададим для каждой стадии не-
идеальный КЗ Марселина−Де Донде [9–26]:

(2)

где ri0, r−i0 − кинетические множители, 1/c; μj −
псевдохимические потенциалы Фейнберга, б/р
[13] (индекс 0 отвечает идеальному КЗ):

(3)
Предположим, что для соотношений (2)–(3) вы-
полняются термодинамические ограничения
(симметрия потенциалов, их положительность,
существование функции Ляпунова и др.). В иде-
альных системах fj = 0 и КЗ (2)–(3) совпадают с

ЗДМ ri = , r−i = . В неидеальных
системах fj могут быть заданы различным образом
с учетом активностей реагентов, неоднородности
среды и др. Сравним точность решения ОЗ для
различных функций неидеальности: степенной и
логарифмической (без учета взаимного влияния
реагентов)

(4)

(5)
или смешанной (учитывающей взаимное влия-
ние реагентов)

(6)

где γj – коэффициенты неидеальности реагентов.
Если в реакции существуют линейные стехиомет-
рические законы сохранения (ЛСЗС) вида

(7)

где αkj – константы (зависят от стехиометрии), то
размерность системы (1) можно уменьшить на
число этих ЛСЗС [6] Ns = n − Rs, где Rs − ранг мат-
рицы (aij − bij). Исключим c помощью ЛСЗС (7)
зависимые реагенты и получим N уравнений (1)−(3),
включающих только независимые реагенты.

Проведем серию из K экспериментов (мульти-
экспериментов) [27–30] с разными начальными
условиями (н. у.) и измерим значения соответ-
ствующих стационарных концентраций Ajk =
= Ajk(ki, k−i, q0k, Aj0k), k = 1, 2, …, K. Подставим эти
значения в (1) и с учетом (2)−(7) получим K × N
линейных по ki, k−i уравнений

(8)

которые разрешимы при L ≡ K × N ≤ 2s. При L =
= 2s и Δ ≠ 0 система (8) не вырождена и константы
скоростей всех стадий с учетом требований фи-
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зичности однозначно определяются соотноше-
ниями

(9)

где Δ и Δi, Δ−i – главный и вспомогательные опре-
делители системы (8). При L < 2s система (7) вы-
рождена, и константы скоростей стадий опреде-
ляются неоднозначно. При L > 2s или невыпол-
нимости хотя бы одного из условий (9) ОЗ не
имеет физичных решений при данном выборе н. у.
экспериментов. В этом случае необходимо вы-
брать другой набор экспериментальных точек.
Варьирование различных комбинаций н. у. дает
интервал изменения возможных значений иско-
мых констант. Если ни один из наборов н. у. не
дает физичных решений, то ОЗ не разрешима в
рамках проведенной серии экспериментов. Для
учета влияния ошибок измерений на устойчи-
вость решений ОЗ заменим точные значения кон-
центраций реагентов “зашумленными” значени-

ями , полученными с помощью генератора
случайных чисел

(10)

где djk = Rjk × sign(Rjk − 0.5) × S/100 − отклонение
от точных значений с равновероятным выбором
знака; Rjk ∈ (0,1) − случайные числа; S − уровень
шума, %; sign – функция определения знака. Точ-
ность решений ОЗ оценим по среднеквадратичной

ошибке R = 100  i = 1, …, s,

где  – точные (“истинные”) значения констант
скоростей стадий.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Рассмотрим реакцию, протекающую по двух-

стадийной схеме
(II)

по разным неидеальным КЗ вида (2)–(3) с
псевдохимическими потенциалами

(1.1)

где A, B, С, D – концентрации реагентов.
Пример 1. Зададим вначале КЗ-1 с функциями

неидеальности степенного вида (4):

(1.2)

где γA = 3/4, γB = 1/2, γC = 1/4, γD = 1/8 – произ-
вольные коэффициенты неидеальности.

Запишем систему (1)−(4):

(1.3)
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(1.4)

где r1 = k1Aexp(A3/4), r−1 = k−1Bexp(B1/2), r2 =
= k2Bexp(B1/2), r−2 = k−2CDexp(C1/4)exp(D1/8). Ранг
стехиометрической матрицы схемы (II) Rs = 2 по-
казывает наличие двух независимых ЛСЗС вида (7):
A + B + C = A0 + B0 + C0 = 1 и A + B + D = A0 +
+ B0 + D0 = 1. Выразим из них концентрации реа-
гентов B и D через концентрации A и C (выберем
их независимыми), подставим в (1.3)–(1.4) и по-
лучим эквивалентную систему уравнений

(1.5)

(1.6)

где B = 1 − A − С, D = С. Решим далее прямую за-
дачу. Для этого проведем серию из K = 2 числен-
ных экспериментов при произвольных значениях
q = q0 = 1 и константах скоростей стадий

. Выберем с уче-
том ЛСЗС любые, например, взаимно-обратные
(термодинамические) [30, 31], н. у. для этих двух
экспериментов: A10 = 1, B10 = 0, C10 = 0, D10 = 0 и
A20 = 0, B20 = 0, C20 = 1, D20 = 1. Вычислим соответ-
ствующие стационарные концентрации незави-
симых реагентов (A1, С1) = (0.5112, 0.2222), (A2, С2) =
= (0.2341, 0.4466) и примем их за эксперименталь-
ные данные. Подставим их в (1.5)–(1.6) и получим
систему линейных по константам скоростей ста-
дий алгебраических уравнений вида (8):

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Решения этой системы по формулам (9) с исполь-
зованием (10) приведены в табл. 1. Из табл. 1 сле-
дует, что для степенных функций неидеальности
решениями ОЗ с учетом 20% ошибок измерений
являются интервалы k1 ∈ [0.8563, 1.0001], k−1 ∈
∈ [1.0001, 1.2498], k2 ∈ [0.6333, 0.9999], k−2 ∈
∈ [0.6070, 0.9998]. Как видно, найденные оценки
согласуются с “истинными” значениями иско-
мых констант, т.е. достаточно точны.

Для проверки устойчивости метода испытыва-
лись “жесткие” значения констант скоростей,
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что часто встречается на практике. Так, для  =

= 1000, = 0.1,  = 1,  = 10 решениями ОЗ с
учетом 20% ошибок измерений являются интер-
валы k1 ∈ [899.73.3, 1000.3], k−1 ∈ [0.1002, 0.1218],
k2 ∈ [0.3545, 1.0000], k−2 ∈ [4.2379, 10.0000]. Следо-
вательно, и эти оценки находятся в хорошем со-
гласии с “истинными” значениями искомых кон-
стант.

Пример 2. Пусть реакция (II) протекает по ло-
гарифмическому КЗ-2 вида (5):

(2.1)

Тогда система вида (1.7)−(1.10) запишется

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
Выберем те же н. у., что и в примере 1, вычислим
стационарные концентрации независимых реа-
гентов (A1, С1) = (0.6511, 0.0750), (A2, С2) =
= (0.0438, 0.7422) и примем их за эксперимен-
тальные данные. Решения этой системы приведе-
ны в табл. 2.

Из табл. 2 видно, что для логарифмических
функций неидеальности решения ОЗ с учетом
20% ошибок измерений заключены в интервалах
k1 ∈ [0.5965, 1.0000], k−1 ∈ [1.0001, 1.4092], k2 ∈
∈ [0.7583, 1.0000], k−2 ∈ [0.3237, 0.9999]. Найден-
ные оценки тоже достаточно точные, но немного
хуже, чем в примере 1.

Для “жестких” значений констант скоростей,

например,  = 1000,  = 0.1,  = 1,  = 10, ре-
шениями ОЗ с учетом 20% ошибок измерений
были получены интервалы k1 ∈ [717.8854,

1
*k

1
*k− 2

*k+ 2
*k−

ln , ln , ln , ln .A B C Df A f B f C f D= = = =

2 2
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2 4
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2 2
1 2 1 2 2 0 20 2(1 0,)k A k A С q A qA−− + − − + − =

2 4
2 2 2 2 2 0 20 2( )1 0.k A С k C q C qC−− − − + − =

1
*k 1

*k− 2
*k+ 2

*k−

Таблица 1. Зависимость решений обратной задачи для
реакции (II) со степенными функциями неидеально-
сти (1.2) от уровня ошибок измерений S

S, % k1 k−1 k2 k−2 R

0 1.0001 1.0001 0.9999 0.9998 0.0063
1 0.9896 1.0101 0.9732 0.9718 1.0372
2 0.9796 1.0203 0.9478 0.9450 2.0276
3 0.9699 1.0308 0.9236 0.9193 2.9790
4 0.9605 1.0414 0.9004 0.8948 3.8942
5 0.9516 1.0523 0.8783 0.8712 4.7758

10 0.9118 1.1107 0.7805 0.7667 8.7551
15 0.8802 1.1761 0.7003 0.6801 12.1853
20 0.8563 1.2498 0.6333 0.6070 15.2465
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998.8193], k−1 ∈ [0.0999, 0.1248], k2 ∈ [0.6404,
1.0001], k−2 ∈ [4.1832, 10.0002], которые также со-
гласуются с “истинными” значениями искомых
констант, но хуже, чем в примере 1.

Пример 3. Пусть реакция (II) протекает по бо-
лее сложному КЗ-3, учитывающему взаимное
влияние реагентов с функциями неидеальности
вида (7):

(3.1)

Тогда система вида (1.7)−(1.10) запишется

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Выберем те же н. у., что и в предыдущих приме-
рах, вычислим стационарные концентрации не-
зависимых реагентов (A1, С1) = (0.4919, 0.2659),
(A2, С2) = (0.2197, 0.4945), примем их за экспери-
ментальные данные и решим эту систему (табл. 3).

Из табл. 3 следует, что для смешанных функ-
ций неидеальности решения ОЗ с учетом 20%
ошибок измерений находятся в интервалах
k1 ∈ [0.7713, 1.0004], k−1 ∈ [1.0006, 1.4428], k2 ∈
∈ [0.9618, 0.9993], k−2 ∈ [0.5265, 0.9988]. Найден-
ные оценки тоже достаточно точные, однако ху-
же, чем в примере 1, но лучше, чем в примере 2.

Для “жестких” значений констант скоростей,

например,  = 1000,  = 0.1,  = 1,  = 10, ре-
шениями ОЗ с учетом 20% ошибок измерений
были получены интервалы k1 ∈ [829.8772,
998.7673], k−1 ∈ [0.0946, 0.0989], k2 ∈ [0.5560,
1.0000], k−2 ∈ [5.3090, 10.0000]. Эти интервалы со-
гласуются с “истинными” значениями искомых
констант.

Сравним решения ОЗ в предположении проте-
кания реакции (II) по идеальному ЗДМ, рассчи-
танные по этим же экспериментальным данным
(табл. 4).

Из табл. 4 видно, что при использовании иде-
ального ЗДМ решениями ОЗ с учетом 20% оши-
бок измерений являются интервалы k1 ∈ [1.9251,
2.2717], k−1 ∈ [2.5155, 2.5155], k2 ∈ [2.5222, 2.6653],
k−2 ∈ [2.7292, 2.7292], которые не согласуются с
“истинными” значения констант и даже не вклю-
чают их.

, , , .A B C Df AB f AC f CB f DA= = = =

1 1 1 1 1 1

1 1 0 10 1

( ) ( )exp 1 1
exp  0,( )

k A С k A С
A С q A qA

−− − + − −
+ + − =

×
×

2
2 1 1 1 1 2 1

1 0 10 1

1 exp
exp 1 

( ) ( )
( 0,)

k A С A С k C
С q C qC

−− − + − ×
× + + − =

1 2 2 1 2 2

2 2 0 20 2

( ) ( )exp 1 1
exp  0,( )

k A С k A С
A С q A qA

−− − + − −
+ + − =

×
×

2
2 2 2 2 2 2 2

2 0 20 2

( ) ( )1 exp
exp 1  .( ) 0

k A С A С k C
С q C qC

−− − + − ×
× + + − =

1
*k 1

*k− 2
*k+ 2

*k−

Таблица 2. Зависимость решений обратной задачи для
реакции (II) с логарифмическими функциями неиде-
альности (2.1) от уровня ошибок измерений S

S, % k1 k−1 k2 k−2 R

0 1.0000 1.0001 1.0000 0.9999 0.0025

1 0.9721 1.0175 0.9857 0.9486 1.5681

2 0.9452 1.0351 0.9716 0.8996 3.0735

3 0.9193 1.0530 0.9578 0.8530 4.5214

4 0.8943 1.0713 0.9443 0.8086 5.9149

5 0.8702 1.0898 0.9310 0.7664 7.2574

10 0.7619 1.1874 0.8681 0.5830 13.3025

15 0.6716 1.2935 0.8108 0.4383 18.4624

20 0.5965 1.4092 0.7583 0.3237 22.9963

Таблица 3. Зависимость решений обратной задачи для
реакции (II) со смешанными функциями неидеально-
сти (3.1) от уровня ошибок измерений S

S, % k1 k−1 k2 k−2 R

0 1.0004 1.0006 0.9993 0.9988 0.0397

1 0.9852 1.0122 0.9921 0.9653 1.0109

2 0.9704 1.0245 0.9857 0.9333 1.9577

3 0.9560 1.0376 0.9801 0.9026 2.8750

4 0.9421 1.0514 0.9753 0.8732 3.7656

5 0.9285 1.0661 0.9712 0.8450 4.6327

10 0.8664 1.1539 0.9618 0.7194 8.7228

15 0.8139 1.2739 0.9707 0.6149 12.7186

20 0.7713 1.4428 0.9991 0.5265 17.1869

Таблица 4. Зависимость решений обратной задачи для
реакции (II), протекающей по идеальному закону дей-
ствующих масс от уровня ошибок измерений S

S, % k1 k−1 k2 k−2 R

0 2.2717 2.5155 2.5823 5.0840 120.1471

1 2.2464 2.5698 2.5668 4.9152 116.7315

2 2.2219 2.6266 2.5537 4.7541 113.5950

3 2.1981 2.6862 2.5426 4.6001 110.7329

4 2.1751 2.7486 2.5337 4.4527 108.1425

5 2.1529 2.8142 2.5268 4.3114 105.8225

10 2.0539 3.1983 2.5222 3.6858 98.3419

15 1.9763 3.7096 2.5669 3.1676 98.2628

20 1.9251 4.4228 2.6653 2.7292 107.0468
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Следовательно, применение КЗ со степенны-
ми функциями неидеальности позволяет полу-
чить наиболее точные оценки констант скоро-
стей реакции.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе приведен метод решения обратной

задачи химической кинетики по стационарным
экспериментальным данным, позволяющий
определять значения констант скоростей хими-
ческих реакций, протекающих по “неидеальным”
кинетическим законам вида Марселина−Де Дон-
де. Рассмотрены примеры, показывающие, что
точность оценок констант скоростей химической
реакции зависит от параметров “неидеальных”
кинетических законов и уровня ошибок измере-
ний экспериментальных данных, снятых в без-
градиентном реакторе. Установлено, что метод
сохраняет хорошую устойчивость и точность ре-
шения обратной задачи с учетом неидеальности
для уровня ошибок до 10−20%. При использова-
нии идеального закона действующих масс точ-
ность решения обратной задачи значительно сни-
жается и может стать неприемлемой.
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Solution of the Inverse Problem by Stationary Data for Chemical Reactions 
with Non Ideal Kinetics

N. I. Kol’tsov*
1Faculty of Chemistry and Pharmaceutics, Ul’yanov Chuvash State University, Cheboksary, 428015 Russia

*e-mail: koltsovni@mail.ru

A method has been developed for solving the inverse problem of chemical kinetics from stationary data for
chemical reactions proceeding according to non ideal kinetic laws in an isothermal gradientless reactor. Ex-
amples estimation of the rates constants reaction stages for different from the law of action masses kinetic laws
of the form Marceline−De Donde are given. The results obtained expand the understanding of the possibility
of solving the inverse problem chemical kinetics by stationary data taking into account the influence of non
ideal factors.

Keywords: chemical reactions, stationary experiments, non ideal kinetics, inverse problem, rate constants,
gradientless reactor
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