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Рассмотрена задача о трехмерном зерне катализатора с тремя характерными размерами a, b и с при
наличии внутридиффузионного сопротивления и реакции первого порядка. На основе точного ре-
шения в декартовой системе координат предложены зависимости для расчета эквивалентного раз-
мера зерна и степени его использования от параметра Тиле ψ. Особенностью решения является за-
висимость формы зерна от параметра Тиле. В безразмерных координатах при ψ → 0 поверхность
зерна стремится к сфере единичного радиуса, а при ψ → ∞ принимает форму правильного октаэдра,
вершины которого находятся на координатных осях на единичном расстоянии от начала коорди-
нат. В размерных координатах в зависимости от соотношения параметров a, b и с зерно может при-
нимать формы, похожие на эллипсоиды, диски или “сигары”. При больших значениях параметра
Тиле степень использования зерна несферической и сферической форм описываются одной зави-
симостью, равной 3/ψ.
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ВВЕДЕНИЕ
При исследовании влияния внутридиффузи-

онного сопротивления на химический процесс в
зерне катализатора, как правило, рассматривают
следующую задачу.

Снаружи на поверхности зерна поддерживает-
ся постоянная концентрация C0. Внутри зерна ре-
агент участвует в двух процессах – химической
реакции и массопереносе, который подчиняется
закону Фика. Для необратимой реакции первого
порядка А → В процесс в зерне в рамках квазиго-
могенной модели описывается следующим урав-
нением [1]:

(1)

где D – эффективный коэффициент диффузии;
Δ – оператор Лапласа; C – концентрация реаген-
та внутри зерна; k – константа скорости реакции.
Граничное условие записывается в виде

где Г – внешняя граница зерна.
Для данной задачи аналитическое решение

получено только для нескольких случаев, облада-
ющих одним из видов симметрии. Это плоское,
цилиндрическое и сферическое зерна. Для них

Список обозначений и сокращений: C – концентрация реа-
гента; C0 – концентрация реагента на внешней поверхно-
сти зерна;  – безразмерная концентрация реагента; x, y,
z – декартовы координаты; , ,  – безразмерные декар-
товы координаты; x0 – полуширина плоского зерна; r0 –
радиус цилиндрического зерна; R0 – радиус сферического
зерна;  – безразмерный радиус в цилиндрической систе-
ме координат;  – безразмерный радиус в сферической
системе координат; Δ – оператор Лапласа; k – константа
скорости реакции; D – эффективный коэффициент диф-
фузии; ψ – параметр Тиле; η – степень использования
зерна; ch, sh, th – гиперболические косинус, синус, тан-
генс, I0, I1 – модифицированные функции Бесселя нуле-
вого и первого порядков; V – объем зерна;  – объем зерна
в безразмерных переменных; S – внешняя поверхность
зерна; Re – эквивалентный размер зерна; j – удельный по-
ток реагента; X, Y, Z – вспомогательные функции; kx, ky, kz,
В – константы; L – характерный размер несферического
зерна.
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выражение для концентрации реагента внутри
зерна в безразмерных координатах имеют вид [2]

где  – безразмерная концентрация, ;
– безразмерная декартова координата,

; x0 – полуширина плоского зерна;  –
безразмерный радиус в цилиндрической системе
координат, ; r0 – радиус цилиндрическо-
го зерна;  – безразмерный радиус в сфериче-
ской системе координат, ; R0 – радиус
сферического зерна; ch и sh – гиперболические
косинус и синус; I0 – модифицированная функ-
ция Бесселя нулевого порядка; ψ – параметр Ти-

ле, .

Степень использования зерна η рассчитывает-
ся по следующим зависимостям [2]:

где th – гиперболический тангенс, I1 – модифи-
цированная функция Бесселя первого порядка.

При фиксированном значении параметра Ти-
ле наибольшим значением η характеризуется
сферическое зерно, далее следует цилиндриче-
ское, а затем плоское [2].

Чтобы описать зависимость η(ψ) для выше-
указанных зерен некоторой универсальной фор-
мулой, Aris R. [3] предложил в расчетах использо-
вать эквивалентный размер зерна Re, определяе-
мый по следующей формуле:

(2)

где V – объем зерна, S – внешняя поверхность
зерна.

Согласно (2) для сферического зерна эквива-
лентный размер зерна равен R0/3, для цилиндри-
ческого – r0/2, для плоского зерна – совпадает с
его полушириной x0. Если рассчитывать параметр
Тиле по эквивалентному размеру зерна, то зави-
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симости η(ψ) для цилиндрического и сфериче-
ского зерен ложатся на кривые, близкие к кривой
для плоского зерна [3]. Расположение кривых
становится обратным: сверху находится кривая
для плоского зерна, под ней – кривая для цилин-
дрического зерна и ниже - кривая для сфериче-
ского зерна. Кривые совпадают в точке ψ → 0 и
имеют одинаковое асимптотическое поведение
η → 1/ψ при ψ → ∞, характерное для плоского
зерна. Максимальное отклонение кривой для
сферического зерна от кривой для плоского зерна
составляет 16% в точке ψ = 1.6.

Зависимость (2) предлагается применять на
практике и для зерен произвольной формы [2].
Действительно, если рассмотреть случай больших
значений параметра Тиле, то каждый достаточно
малый участок поверхности зерна эквивалентен
поверхности плоского полубесконечного зерна
(катализатор расположен в полупространстве х > 0),
и удельный поток реагента на границе зерна равен

Степень использования зерна будет

Таким образом, при определении параметра
Тиле через эквивалентный размер (2) при боль-
ших значениях  степень использования зерна
произвольной формы совпадает с зависимостью
для плоского зерна.

Тем не менее расчет степени использования
зерна произвольной формы на основе эквива-
лентного размера и зависимости η(ψ) для плоско-
го зерна при конечных значениях параметра Тиле
является приближенным. Поэтому представляют
ценность точные решения для других трехмерных
зерен, отличных от сферы. На основе этих реше-
ний можно получить дополнительную информа-
цию о точности расчетов с применением эквива-
лентного размера зерна.

Цель настоящей работы – на основе точного
решения для зерна с тремя характерными разме-
рами a, b и c (по x, y и z) предложить зависимости
для вычисления эквивалентного размера и степе-
ни использования зерна. Особенностью данного
решения является универсальность, позволяю-
щая, меняя соотношение параметров, описывать
трехмерные зерна, похожие по форме на эллип-
соиды, диски или “сигары”.
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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ

Уравнение (1) в декартовых координатах имеет
вид

(3)

Примем, что геометрия зерна характеризуется
тремя параметрами a, b и c (по x, y и z) и крайние
точки зерна имеют следующие координаты: (±a,
0, 0), (0, ±b, 0) и (0, 0, ±c).

В крайних точках, т.к. они принадлежат грани-
це зерна, выполняются соотношения

(4)

Будем искать решение в виде

После подстановки в уравнение (3) получим

(5)

Учитывая независимость переменных x, y и z,
уравнение (5) распадается на три независимые
уравнения

(6)

где kx, ky и kz – константы, удовлетворяющие
уравнению

(7)

Решением каждого из уравнений (6) является
суперпозиция гиперболических синуса и косину-
са. Но, учитывая симметричность граничных
условий, каждое решение должно быть четной
функцией и представляет косинус гиперболиче-
ский. В результате общее решение для C(x, y, z)
будет:

(8)

где B – неопределенная константа.
Подставляя (8) в граничные условия (4), полу-

чим

(9)

Из (9) следует

(10)

где ψ – пока неопределенная константа, но, как
будет показано ниже, она имеет смысл параметра
Тиле.
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Учитывая (10), решение (8) примет вид

(11)

В безразмерных переменных зависимость (11) бу-
дет

(12)

где  = x/a,  = y/b,  = z/c.
Можно заметить, что на осях зерна зависи-

мость концентрации от продольной координаты
совпадает с зависимостью для плоского зерна.

Из уравнения (7), используя (10), следуют за-
висимости

где L – характерный размер зерна, рассчитывае-
мый по формуле

(13)

Для частных случаев характерный размер зер-
на будет

Первый случай соответствует диску, второй –
“сигаре” и третий – деформированной сфере.

Если зафиксировать параметр L, то соотноше-
ние (13) дает уравнение поверхности в координа-
тах a, b, c, каждая точка которой соответствует
зерну с характерным размером L и одним и тем же
параметром Тиле. Например, зерно может быть
“равносторонним” (a = b = c) или вытянутым по
координате z, но при этом уменьшенным по ко-
ординатам x и y.

Форма зерна в безразмерных переменных
определяется уравнением

(14)

Следует отметить, что форма зерна зависит от
параметра Тиле. Можно показать, что при ψ → 0
поверхность зерна в безразмерных переменных
стремится к сфере единичного радиуса
( ), а при ψ → ∞ принимает форму
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правильного октаэдра, вершины которого нахо-
дятся на координатных осях на единичном рас-
стоянии от начала координат ( ). На
рис. 1 изображен правильный октаэдр.

При конечных значениях параметра Тиле зер-
но представляет собой сферу, деформированную
в направлении нормалей к граням октаэдра и пе-

1x y z+ + =

ресекающую оси на единичном расстоянии от на-
чала координат. На рис. 2 и 3 в качестве примера
показаны при ψ = 3 сечения зерна в цилиндриче-
ских координатах при  и .

При переходе к размерным переменным фор-
ма зерна получается путем растяжения безраз-
мерного зерна до крайних точек зерна с коорди-

0z = 0.5z =

Рис. 1. Правильный октаэдр.

Рис. 2. Сечение зерна при ψ = 3 и .
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натами (±a, 0, 0), (0, ±b, 0) и (0, 0, ±c). При этом,
в зависимости от соотношения параметров a, b и
c, могут получаться различные тела – деформиро-
ванные шары, диски, “сигары” и фигуры, похо-
жие на эллипсоиды.

СТЕПЕНЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ЗЕРНА
Степень использования зерна в размерных пе-

ременных рассчитывается по формуле

где интеграл берется по объему зерна. В безраз-
мерных переменных интеграл преобразуется к
виду

(15)

где  – объем зерна в безразмерных переменных,
а интеграл вычисляется по объему зерна в этих же
переменных.

Из формулы (15) следует, что степень исполь-
зования зерна зависит только от параметра Тиле.

Поскольку аналитически вычислить интеграл
(15) ввиду сложной поверхности зерна не пред-
ставляется возможным, он был рассчитан чис-
ленно с учетом выражения для  (12) и
формы зерна (14). На рис. 4 сплошной линией
представлена полученная зависимость η(ψ).

Асимптотическое поведение степени исполь-
зования зерна при больших ψ можно получить,

0

1η ,kCdV
kC V

= 

1 , cdV
V

η = 
V

( , , )c x y z

рассматривая “равностороннее” зерно с a = b =

= c = R0. Согласно (3), , . При

больших ψ зерно имеет форму правильного тет-
раэдра с расстоянием от начала координат до вер-
шин R0. Можно показать, отношение V/S для

этой фигуры составляет . Степень использова-

ния зерна будет

Таким образом, асимптотическая зависимость
степени использования зерна от параметра Тиле
для несферического и сферического зерен совпа-
дают. На рис. 4 пунктирной линией показана за-
висимости η(ψ) для сферического зерна.

Интересно сравнить также зависимости η(ψ)
для несферического и плоского зерен. Если вы-
брать для плоского зерна в качестве характерного
размера 3х0, то зависимость η(ψ) будет выглядеть
следующим образом

Асимптотическое поведение η(ψ) при ψ → ∞ в
этом случае для плоского зерна будет такое же,
как для сферического. На рис. 4 верхняя штрихо-
вая линия соответствует плоскому зерну.
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Рис. 4. Зависимость степени использования зерна от параметра Тиле для несферического, сферического и плоского
зерен.
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Кривые на рис. 4 дают представление о по-
грешностях определения степени использования
несферического зерна, если ее рассчитывать на
основе зависимостей для сферического или плос-
кого зерен. В первом случае максимальное откло-
нение составляет 29% при ψ = 3.1, во втором –
49% при ψ = 4.1. Причем эти зависимости дают
завышенное значение η.

Применение эквивалентного размера (2) для
несферического зерна, исследованного в данной
работе, не упрощает задачу, т.к. форма зерна и,
соответственно, эквивалентный размер зависят
от параметра Тиле. С практической точки зрения
формы реальных зерен могут быть близкими к
формам несферического зерна и поэтому полу-
ченные зависимости могут быть полезны для рас-
чета степени их использования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассмотрена задача о трех-
мерном зерне катализатора с тремя характерны-
ми размерами a, b и с при наличии внутридиффу-
зионного сопротивления и реакции первого по-
рядка. На основе точного решения в декартовой
системе координат предложены зависимости для
расчета характерного размера зерна и степени его
использования от параметра Тиле ψ. Особенно-
стью решения является зависимость формы зерна
от параметра Тиле. В безразмерных координатах
при ψ → 0 поверхность зерна стремится к сфере
единичного радиуса, а при ψ → ∞ принимает
форму правильного октаэдра, вершины которого
находятся на координатных осях на единичном
расстоянии от начала координат. При конечных

значениях параметра Тиле зерно представляет со-
бой деформированную сферу, пересекающую оси
на единичном расстоянии от начала координат.
В размерных координатах в зависимости от соот-
ношения параметров a, b и с зерно может прини-
мать формы, похожие на эллипсоиды, диски или
“сигары”. При больших значениях параметра Ти-
ле зависимости η(ψ) для несферического и сфе-
рического зерен описываются одной зависимо-
стью, равной 3/ψ. Найдена максимальная по-
грешность определения степени использования
несферического зерна, если ее рассчитывать на
основе зависимостей η(ψ) для сферического и
плоского зерен.
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Effect of Intradiffusion Resistance on the Chemical Process 
in a Non-Spherical Catalyst Grain
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The problem of a three-dimensional catalyst grain with three characteristic dimensions (a, b and c) in the presence
of intradiffusion resistance and a first-order reaction is considered. Based on the exact solution in the Cartesian
coordinate system, the dependences for calculating the equivalent grain size and grain performance on the Thiele
parameter are proposed. A special feature of the solution is the dependence of the grain shape on the Thiele pa-
rameter. In dimensionless coordinates, at ψ → 0, the grain surface tends to a sphere of unit radius, and at ψ → ∞
takes the form of a regular octahedron, whose vertices are on the coordinate axes at a unit distance from the origin.
In dimensional coordinates, depending on the ratio of the parameters a, b and c, the grain can take shapes similar
to ellipsoids, disks or “cigars.” For large values of the Thiele parameter, the degree of grain performance for non-
spherical and spherical grains is described by a single dependence equal to 3/ψ.

Keywords: non-spherical catalyst grain, first-order reaction, equivalent grain size, grain performance
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