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С использованием подхода Онзагера к неравновесным изотермическим процессам и ячеечного ме-
тода впервые получена алгебраическая формула для определения электроосмотической проницае-
мости ионообменной мембраны при заданной постоянной плотности тока. Ячеечная модель вери-
фицирована с привлечением экспериментальных данных по электропроводности и электроосмоти-
ческой проницаемости водного раствора соляной кислоты через исходную и модифицированную
нанотрубками галлуазита и наночастицами платины и железа катионообменную мембрану МФ-4СК
при заданных плотности тока и концентрации. Получено хорошее совпадение теоретических и экс-
периментальных данных, определены физико-химические параметры модели. Проведено сравне-
ние результатов расчетов по ячеечной и гомогенной моделям тонкопористой мембраны. Показано
их соответствие для всех трех образцов сульфокатионитовой мембраны МФ-4СК.
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ВВЕДЕНИЕ
Электроосмотическая проницаемость (ЭОП)

ионообменных мембран (ИОМ) является важ-
ным фактором, который существенно влияет на
их использование, например, в топливных эле-
ментах. Чрезмерная потеря воды такой мембра-
ной приводит к ее разрушению и возможному пе-
регреву самого топливного элемента. Поэтому
для эффективной работы ИОМ в топливных эле-
ментах необходимо и желательно еще до проведе-
ния эксперимента знать, каким образом их ЭОП
будет изменяться при варьировании влагосодер-
жания и концентрации фонового электролита, а
также геометрических и физико-химических ха-
рактеристик зерен ионита. Однако существую-
щие теории для расчета ЭОП не полностью отве-
чают на поставленные вопросы. Это мотивирова-
ло нас построить замкнутую ячеечную модель
ИОМ, учитывающую перенос воды или другого
растворителя в гидратных/сольватных оболочках
ионов. Ранее ячеечная модель показала свою вы-
сокую эффективность при расчете гидродинами-
ческой проницаемости мембран, обладающих
двухуровневой пористостью [1, 2], что убедило

нас попытаться использовать ее и применительно
к расчету электроосмотической проницаемости
ИОМ [3], рассматриваемых как совокупности за-
ряженных пористых частиц сферической формы.
Имеющиеся в настоящее время формулы для рас-
чета электрической проводимости ИОМ [4–6]
тоже не в полной мере описывают все имеющиеся
экспериментальные результаты. В связи с этим
нами был применен тот же ячеечный метод и для
расчета удельной электропроводности (ЭП) ИОМ.
Полученные при этом результаты играют важную
роль в процессе изучения и прогнозирования
свойств ИОМ, модифицированных неорганиче-
скими наночастицами и нанотрубками, посколь-
ку в ряде случаев на практике обнаруживается
экстремальная зависимость транспортных, меха-
нических и структурных свойств гибридных ком-
позитов от содержания нанодисперсных включе-
ний [7].

Таким образом, в рамках ячеечной модели
ИОМ можно моделировать упорядоченным мас-
сивом заряженных пористых шаров, погружен-
ных в жидкие сферические оболочки – ячейки.
На основе термодинамики необратимых процес-
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сов (подход Онзагера) ранее была поставлена и
решена краевая задача для системы уравнений
Стокса, Бринкмана, Нернста–Планка–Пуассона
[2], описывающих поток бинарного несиммет-
ричного электролита через единичную ячейку ра-
диуса b, в центре которой находится пористая
сферическая частица радиуса a, имеющая посто-
янную плотность фиксированного простран-
ственного заряда (обменную емкость). Значение b
выбирается таким образом, чтобы отношение
объема частиц к объему ячейки равнялось объем-
ной доле гелевой (ионитовой) фазы. На границе
жидкой оболочки мы использовали условие Ку-
вабары (отсутствие завихренности жидкого пото-
ка), как наиболее адекватно описывающее элек-
трокинетические явления, а на границе между
пористой частицей и раствором электролита –
условия непрерывности скорости, радиальной
компоненты потоков ионов и полного тензора
напряжений. С использованием метода, разрабо-
танного Хаппелем и Бреннером, результаты реше-
ния краевой задачи для ячейки были применены
к расчету электропроводности и электроосмоти-
ческой проницаемости [3] заряженной мембраны
в зависимости от доли гелевой проводящей фазы,
геометрических и физико-химических характе-
ристик зерна ионита и концентрации бинарного
электролита.

В данной работе мы применили разработан-
ную ячеечную модель к определению характери-
стик полученных нами ранее катионообменных
мембран МФ-4СК в исходном состоянии, а также
модифицированных нанотрубками галлуазита,
функционализированными наночастицами Pt
или Fe [6], в водных растворах HCl разной кон-
центрации. Верификация модели выполнена на
основании экспериментальных данных, получен-
ных при изучении электроосмотической прони-
цаемости и электропроводности исследуемых
мембран.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Для исследования неравновесных изотерми-

ческих процессов в качестве термодинамических
сил выбираем градиенты давления, электриче-
ского потенциала и концентрации:  ≈

  
 Здесь h – толщина мембраны,

а индексы “1” и “2” указывают на левую и правую
стороны мембраны, находящейся в измеритель-
ной ячейке, заполненной раствором электролита.

Термодинамические силы независимо задают-
ся в эксперименте. В качестве зависимых термо-
динамических параметров выберем плотности
потоков:  – растворителя (например, воды),  –
подвижных зарядов (плотность электрического

1 pΦ = ∇
( )20 10 ,p p h≈ − ( )2 20 10φ φ φ ,hΦ = ∇ ≈ − 3 CΦ = ∇ ≈
( )20 10 .C C h≈ −

U I

тока),  – растворенного вещества (плотность
диффузионного потока электролита). Тогда фе-
номенологические транспортные уравнения мо-
гут быть записаны в следующем виде [8]:

(1)

Как уже было сказано выше, кинетические коэф-
фициенты  будем вычислять, используя гете-
рогенную ячеечную модель, учитывающую неод-
нородную структуру мембраны [2, 3]. При этом
матрица кинетических коэффициентов является
симметричной:  [8].

Механизм переноса растворителя (воды) мо-
жет быть различным и зависеть как от гидрофиль-
ных свойств ИОМ, так и от степени гидратации
переносимых ионов. Количественной характери-
стикой электротранспорта воды в мембранных
системах, обычно измеряемой в эксперименте,
является ЭОП  при постоянной плотности
тока – отношение объема перенесенной жидко-
сти ΔV к количеству электричества, пропущенно-
го через единицу площади S мембраны в единицу
времени:

(2)

где I – плотность тока, τ – время пропускания то-
ка. Другая количественная характеристика элек-
тропереноса воды – это число переноса воды tw
(моль Н2О/F), которое представляет собой число
молей воды  переносимых с 1 г-экв
ионов (F = 96 485 Кл/моль):

(3)

где  = 18 см3 – мольный объем воды.

Установим связь между  и кинетическими
коэффициентами L12, L22. Поделив первое из со-
отношений (1) на второе при условиях

  получим

(4)

Сравнивая (2) и (4), заключаем, что 
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тов L12 и L22 были получены в общем случае не-
идеальной мембраны в работе [3] и являются до-
вольно громоздкими. Приведем их здесь лишь
для предельного случая идеально селективной ка-
тионообменной мембраны и 1 : 1-электролита:

(5)

(6)

Выражение для  в соответствии с формулой (4)
получим, разделив (5) на (6) и произведя необхо-
димые тождественные преобразования:

(7)

Здесь  – макроскопическая пори-
стость мембраны,  – коэффициенты диффузии
ионов электролита в разбавленном растворе,

– коэффициент диффузии противоиона (ка-
тиона) в мембране,  – обменная ем-
кость мембраны (  – объемная плотность фик-

сированного заряда),  – харак-
терная обменная емкость задачи (оценки
показывают, что ),  – удельная (по Дар-
си) гидродинамическая проницаемость ионито-
вого зерна (геля),  – динамическая вязкость
раствора,  – универсальная газовая постоянная,

 – абсолютная температура,  – эквивалентная
концентрация равновесного с мембраной раство-
ра электролита. В силу идеальности мембраны в
формулы (5)–(7) не входят коэффициент диффу-
зии коиона в мембране  и коэффициент рав-
новесного распределения  [2, 3].

Несмотря на приближенность формул (5)–(7),
они хорошо работают для реальных (неидеаль-
ных) мембран, в чем убедимся ниже. Видно, что
зависимость (7) электроосмотической проницае-
мости  от концентрации раствора 1 : 1-электро-
лита является гиперболической и монотонно
убывающей до нуля с ростом  Отметим, что об-
ратная величина  линейным образом зависит
от концентрации электролита, что может быть
эффективно использовано при экспресс-анализе
экспериментальных зависимостей обратных чи-
сел переноса воды от концентрации:

(7a)

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
Электроосмотическую проницаемость мем-

бран DI при постоянной плотности тока и число
переноса воды tw определяли объемным методом
[9] в двухкамерной ячейке с поляризующими
хлорсеребряными электродами (рис. 1). Ячейка
состоит из двух полукамер I и II емкостью 100 см3

каждая, изготовленных из оргстекла. Камеры
снабжены горизонтально расположенными из-
мерительными капиллярами 3 и воронками 8 для
заполнения ячейки рабочим раствором. В каме-
рах находятся поляризующие хлорсеребряные
электроды 2, изготовленные из серебряной пла-
стины, покрытой слоем хлорида серебра. Герме-
тичность установки обеспечивают тонкие рези-
новые прокладки, между которыми зажимается
ИОМ 1, представляющая собой диск диаметром
3.3 см с рабочей площадью S = 1.778 см2. Ячейка
проверялась на герметичность после каждой
сборки и заполнения раствором путем выдержи-
вания без наложения внешнего электрического
поля в течение 15–20 мин. При заполнении ячей-
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ки раствором особое внимание уделялось удале-
нию пузырьков воздуха, образующихся на стен-
ках камер, поскольку они могут внести ошибку в
измерения изменений объема жидкости во время
эксперимента. Для устранения концентрацион-
ной поляризации растворы в ячейке перемешива-
ли с помощью магнитных мешалок 7. После сбор-
ки ячейки и заполнения ее раствором от выпря-
мителя 4 подавали постоянный ток, измеряемый
миллиамперметром 6, и через каждые 2–3 мин в
зависимости от плотности тока регистрировали
перемещение менисков жидкости в измеритель-
ных капиллярах.

Изменения объема раствора в камерах ячейки,
полученные в квазистационарном состоянии при
заданной плотности тока, использовали для рас-
чета электроосмотической проницаемости DI и
числа переноса воды tw в соответствии с уравне-
ниями (2) и (3). Необходимо отметить, что время
достижения квазистационарного состояния, ха-
рактеризуемого равенством по абсолютной вели-
чине убыли объема жидкости в одном капилляре
и прироста ее объема в другом капилляре, состав-
ляло 15–60 мин. Результаты воспроизводили не-
сколько раз. Для того чтобы на электродах кроме
основных процессов осаждения и растворения
серебра не протекали побочные реакции с обра-
зованием газообразных продуктов, которые мо-
гут привести к искажению измеряемых объемов,

после каждого выполненного эксперимента про-
изводили переполюсовку поляризующих хлорсе-
ребряных электродов. В случае частичной потери
хлорсеребряными электродами обратимости, со-
провождающейся выделением на них газообраз-
ных продуктов, их регенерацию проводили со-
гласно методике, описанной в работе [10].

Удельная электропроводность мембран κ (См/м),
которая очевидно совпадает с кинетическим ко-
эффициентом L22, была рассчитана из данных по
сопротивлению образцов, измеренному ртутно-
контактным методом [11] на частоте переменного
тока 50–500 кГц. Частота тока, обеспечивающая
равенство мнимой составляющей импеданса
ячейки нулю, подбиралась индивидуально для
каждого образца и каждой концентрации равно-
весного раствора. Статическую обменную ем-
кость мембран измеряли методом смещения рав-
новесия с избытком титранта.

ВЕРИФИКАЦИЯ МОДЕЛИ
Определение параметров ячеечной модели

проводили в два этапа. На первом, предваритель-
ном этапе с использованием формул (6) и (7) для
идеально селективной катионитовой мембраны

 и на основании экспериментальных за-
висимостей  и  находили неиз-
вестные параметры  минимизируя
ошибку отклонения специально построенной
целевой функции  от ее эксперименталь-
ных значений при разных концентрациях элек-
тролита,

(8)

Здесь  – единичная функция Хэвисайда, а
  – так подобранные значения концентра-

ции, зависящие от диапазона эксперименталь-
ных данных, чтобы ЭОП и ЭП не накладывались
друг на друга. В нашем случае при использовании
экспериментальных данных работы [6] полага-
лось   Более подробно суть
метода обсуждается ниже в разделе, посвящен-
ном гомогенной модели. Для оптимизации систе-
мы по параметрам  была написана
программа, в которой использовалась стандарт-
ная процедура FindFit вычислительной оболочки
Mathematica компании Wolfram Research Inc.
На выходе получался оптимальный набор указан-
ных параметров, которые представлены в табл. 1
(числитель), а также график  показанный
на рис. 2 и позволяющий визуально контролиро-
вать качество оптимизации.

На втором этапе оптимизировали ту же целе-
вую функцию (8), но для функций  и

( )mγ = ∞
( )0ID C ( )2 02 CLκ =

( )0 0m+, , ,D m ρ

( )0f C

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 I 0 1 0

22 0 1 0 1 2 0 .
f С D С H C C

L С C H C C H C C
= − +

+ + − −

( )H x
1,C 2C

1 1,C = 2 2 моль л.C =

( )0m+ 0, ,mD ρ

( )0 ,f С

( )022L C

Рис. 1. Схема установки для измерения электроосмо-
тической проницаемости мембран объемным мето-
дом: 1 – исследуемая мембрана, 2 – хлорсеребряные
электроды, 3 – измерительные капилляры, 4 – источ-
ник постоянного тока, 5 – магазин сопротивлений,
6 – миллиамперметр, 7 – магнитные мешалки, 8 –
воронки для заполнения ячейки рабочим раствором.
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 использовали их точные
выражения в случае неидеальной мембраны [3].
При этом количество параметров увеличивалось
до 5 (добавлялись коэффициент диффузии коио-
на Dm– и коэффициент равновесного распределе-
ния γm), а значения параметров    най-
денные на первом этапе, использовали в качестве
начальных приближений для второго этапа. Ре-
зультаты приведены в табл. 1 (знаменатели дро-
бей). Видно, что параметр  составляет несколь-
ко единиц для всех мембран, что говорит о пони-
женной концентрации ионов в зернах ионита по
сравнению с окружающим их равновесным рас-
твором электролита. При этом коэффициент
диффузии коиона оказался на несколько поряд-
ков меньше коэффициента диффузии противо-
иона, поэтому мы положили его в табл. 1 равным
нулю. Остальные параметры не сильно измени-
лись по сравнению с идеальным случаем. Макро-
скопическая пористость для обоих этапов опти-
мизации находится в пределах 9–10% и слабо раз-
личается для всех мембран.

В процессе оптимизации была осуществлена
проверка единственности набора определяющих
параметров. Необходимость такой проверки свя-
зана с большим количеством параметров – 5, тре-
бующихся для описания экспериментов с помо-
щью ячеечной модели. С этой целью были про-
ведены два дополнительных оптимизирующих
расчета, результаты которых представлены в табл. 2.

Цель первой оптимизации – исключить нуле-
вые значения коэффициента диффузии аниона
Dm–, наблюдавшиеся при расчетах по формулам
для неидеально селективной мембраны (см. зна-

( ) ( ) ( )0 12 0 2 0I 2C L C LD C=

m+,D 0,m 0,ρ

mγ

менатели дробей в табл. 1). Эта цель была достиг-
нута за счет увеличения коэффициента равновес-
ного распределения  который стал достигать
несколько десятков (для мембраны с платиной) и
даже сотен (для мембраны с железом) единиц.
Казалось бы, здесь имеется противоречие с при-
родой ионообменных мембран, так как в этом
случае ранее в рамках гомогенной модели было
установлено, что  [5, 6], поскольку наблю-
дается положительная сорбция ионов в матрице

m,γ

m 1γ <

Таблица 1. Данные оптимизации по приближенным формулам (для идеальной катионообменной мембраны)/
точным формулам

Мембрана Dm+, мкм2/с Dm–, мкм2/с m0, %  моль/дм3  моль/дм3 kD, Å2

МФ-4СК 586/586 –/0 9.6/9.3 /3.1 1.08 106/106 3.64/3.64
МФ-4СК/(Hall + Pt) 838/836 –/0 10.1/9.5 /2.3 1.22 158/158 2.45/2.46
МФ-4СК/(Hall + Fe) 674/671 –/0 8.9/8.7 /4.1 1.16 167/161 2.32/2.41

mγ ,ρ 0,ρ

∞
∞
∞

Рис. 2. Сравнение экспериментальных значений и
теоретических кривых для ЭОП и ЭП после проведе-
ния процесса сопряженной оптимизации для мем-
браны МФ-4СК/(Hall + Pt). Для участка электропро-
водности значения концентрации нужно уменьшить
на 1 моль/л.

5

4

3

2

1

6

1.40.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.20
C0, моль/л

L22, См/м

DI, мкл/Кл

Таблица 2. Данные первой/второй оптимизаций с использованием точных формул

Мембрана Dm+, мкм2/с Dm–, Dm, мкм2/с m0, %  моль/дм3  моль/дм3 kD, Å2

МФ-4СК 586/575 9.6/2.6 135/0.51 1.08 107/104 3.64/3.73

МФ-4СК/(Hall + Pt) 838/814 10.0/5.0 70/0.68 1.22 158/155 2.45/2.50

МФ-4СК/(Hall + Fe) 673/668 8.9/5.4 558/0.83 1.16 167/164 2.32/2.36

mγ ,ρ 0,ρ

58, 106
0, 0

66, 122
0, 0

65, 119
0, 0
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мембраны. Однако это противоречие устраняет-
ся, как только мы принимаем во внимание, что
коэффициент  для зерна катионита (в ячеечной
модели) и для мембраны в целом (гомогенная мо-
дель) – это разные величины: концентрация по-
движных ионов электролита в зернах катионита
существенно ниже, чем в окружающем их рав-
новесном растворе (отрицательная сорбция,

). Действительно, оценим гидродинамиче-
скую проницаемость зерен катионита по найден-
ным значениям характерной обменной емкости с
использованием формулы связи 
(последний столбец табл. 1 и 2). На основании
полученных значений  можно оценить так на-
зываемый радиус Бринкмана в зерне ионита

 т.е. характерную глубину, на которую
течение проникает внутрь пористой частицы при
ее контакте с движущейся чистой жидкостью
(в остальной части пористого зерна жидкость по-
коится). Этот радиус, равный 1.5 Å, является наи-
меньшим у мембраны с наночастицами железа,
следом идет мембрана с платиной – 1.6 Å и, нако-
нец, чистая мембрана – 1.9 Å. Стоксов радиус
протона составляет 0.253 Å, радиус аниона гид-
роксила – 0.443 Å, аниона хлора – 1.20 Å [12]. В то
же время радиус иона кислорода – 1.32 Å, а радиус
молекулы воды – 3.1 Å. Сравнивая приведенные
значения с радиусом Бринкмана, заключаем, что
ни анион хлора, ни анион кислорода, ни, тем бо-
лее, целиком молекула воды не смогут пройти че-
рез зерна катионита. Пройти могут лишь протоны
и ионы гидроксила “поодиночке”, если произой-
дет диссоциация молекул воды, для осуществле-
ния которой требуются высокие локальные на-
пряженности электрического поля. Стало быть,
перенос воды и ионов электролита может проис-
ходить в основном по макропорам между зернами
ионита. Отметим попутно, что значения  для
трех рассмотренных модификаций мембраны
МФ-4СК в 2–3 раза выше, чем у родственного
полимера – политриметилсилилпропина [13],
имеющего примерно такую же макроскопиче-
скую пористость (11–13%).

Целью второй из дополнительных оптимиза-
ций было сохранить значения  т.е. “навя-
зать” зернам катионита положительную сорбцию
ионов. Однако, как видно в табл. 2 (знаменатели
дробей), это приводит к обнулению коэффици-
ента диффузии коиона в зерне ионита (что не-
правдоподобно) и сильно заниженным (2–6%)
значениям макропористости m0. Между тем, ме-
тод контактной эталонной порометрии дает для
макроскопической пористости мембран МФ-4СК,
отлитых с использованием диметилформамида,
значения 9–11% [11]. Следовательно, наиболее
физическим приемлемым является набор пара-
метров, полученный при первой дополнительной

mγ

m 1γ @

( )0D μ D Rk T+°= ρ

Dk

b D,R k=

Dk

m 1,γ <

оптимизации (данные в числителях дробей
табл. 2). Отметим, что при этом коэффициент
диффузии молекулы HCl уменьшается со значе-
ния D = 3352 мкм2/с в разбавленном растворе до
106–122 мкм2/с в зернах катионита, т.е. в 27–
32 раз. На рис. 3 показано удовлетворительное
соответствие экспериментальных данных об
удельной электропроводности и ЭОП для всех
исследованных мембран теоретическим расче-
там, выполненным в ходе первой дополнитель-
ной оптимизации (числители дробей в табл. 2).
При этом нетрудно заметить, что для всех трех
случаев оптимизации значения основных пара-
метров системы Dm+, m0 и  а также связанного с
ними  практически неизменны. Сильно изме-
няются коэффициент диффузии Dm– коиона в
зерне катионита (геле) и коэффициент равновес-
ного распределения  молекул электролита в
нем же. Последнее обстоятельство означает, что
для определения единственно возможного набо-
ра из пяти параметров (m0,  Dm+, Dm–, ) яче-
ечной модели хотя бы один из двух последних па-
раметров должен находиться в независимом экс-
перименте. Поскольку величину Dm– измерить
практически невозможно, то это может быть па-
раметр  определяемый в экспериментах по
обменной сорбции, как это было сделано в рабо-
те [14].

РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ ПО ГОМОГЕННОЙ 
МОДЕЛИ ТОНКОПОРИСТОЙ МЕМБРАНЫ

Выражение для удельной электропроводности
по гомогенной модели впервые было опублико-
вано в нашей работе [15] (без вывода), а в работе
[5] оно впервые применено к обработке экспери-
ментальных данных для мембран МФ-4СК, по-
верхность которых была модифицирована нано-
трубками галлуазита (Hall):

(9)

В работе [6], как уже отмечалось выше, была
представлена новая методика нахождения физи-
ко-химических параметров гомогенной модели,
основанная на одновременном использовании
экспериментальных данных по диффузионной
проницаемости,

0,ρ
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и электропроводности (9) для однослойных мем-
бран в зависимости от концентрации электроли-
та. Здесь  и  – усред-
ненные коэффициенты диффузии и равновесно-
го распределения молекул электролита в порах
мембраны,  – отношение коэффи-

( )m m m m m2D D D D D− + − += + mγ

m m mD D− +ν =

Рис. 3. Результаты сравнения экспериментальных (точки) и теоретических (кривые) значений удельной ЭП (а, в, д) и ЭОП
при постоянной плотности тока (б, г, е) для мембран МФ-4СК (а, б), МФ-4СК/(Hall + Pt) (в, г) и МФ-4СК/(Hall + Fe) (д, е).

4

3

2

1

5

(д)

0.50.1 0.2 0.3 0.40
С0, моль/л

L22, См/м

0.8

0.6

0.4

0.2

1.0

(е)

0.80.2 0.4 0.60
С0, моль/л

DI, мкл/Кл

5

4

3

2

1

6

(в)

0.50.1 0.2 0.3 0.40
С0, моль/л

L22, См/м

0.8

0.6

0.4

0.2

1.0

(г)

0.80.2 0.4 0.60
С0, моль/л

DI, мкл/Кл

4

3

2

1

5
(а)

0.50.1 0.2 0.3 0.40
С0, моль/л

L22, См/м

1.5

1.0

0.5

2.0
(б)

0.80.2 0.4 0.60
С0, моль/л

DI, мкл/Кл



КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 81  № 5  2019

ВЕРИФИКАЦИЯ ЯЧЕЕЧНОЙ (ГЕТЕРОГЕННОЙ) МОДЕЛИ 657

циентов диффузии ионов в мембране, рассматри-
ваемой как гомогенный объект. Таким образом,
гомогенная модель имеет набор только из 3-х
определяющих физико-химических параметров
(  или ), первые два из кото-
рых невозможно прямо и точно измерить в неза-
висимом эксперименте. Кроме того, как и в слу-
чае ячеечной модели, необходимо подбирать эти
параметры, основываясь на экспериментальных
зависимостях  и  таким образом, что-
бы одновременно описать их с приемлемой точ-
ностью с помощью теоретических кривых (9) и (10).

В работе [6] для описания экспериментальных
данных, полученных для однослойной мембраны
МФ-4СК и двух ее образцов, модифицированных
галлуазитом и наночастицами платины или желе-
за, использовался пошаговый алгоритм, основан-
ный на попеременном использовании формул (9)
и (10) и разных пар из общего набора трех пара-
метров    Данный алгоритм, хотя и при-
водит к нахождению оптимальных (или близких к
ним) значений указанных физико-химических
параметров, является неудобным в силу большо-
го объема ручного труда и времени. Поэтому мы

m m m, ,D ν γ m m m, ,D D− + γ

( )0Сκ ( )0P С

m,D m,ν m.γ

предлагаем другой (автоматический) алгоритм
определения параметров модели, основанный на
следующей идее. Минимизация отклонений тео-
ретических и экспериментальных значений про-
водится сразу по обеим зависимостям  и

 с использованием специально составлен-
ной целевой функции

(11)

где   – значения концентрации, подбирае-
мые так, чтобы зависимости диффузионной про-
ницаемости и электропроводности не наклады-
вались друг на друга. При этом задавался искус-
ственный сдвиг одной из функций (в данном
случае – электропроводности) по концентрации
на величину  в б'ольшую сторону. Проще гово-
ря, выражение (11) должно быть однозначной
функцией переменной . В нашем случае при
использовании экспериментальных данных ра-
боты [6] мы полагали   Этот
алгоритм уже был успешно применен выше для
обработки экспериментальных результатов по
ячеечной модели. Для оптимизации по парамет-
рам    была написана программа, в кото-
рой использовалась та же стандартная процедура
FindFit вычислительной оболочки Mathematica.
На выходе получали оптимальный набор указан-
ных параметров, которые представлены в табл. 3,
и график  (см. рис. 4) для визуального кон-
троля качества оптимизации.

Отметим, что качество оптимизации можно
регулировать, нормируя функции  и 
входящие в (11), и соответствующие массивы экс-
периментальных данных, на их максимальные
значения. Преимущество предложенного нами
сопряженного подхода к определению физико-
химических параметров мембранной системы по
сравнению с многоступенчатым, представлен-
ным в работе [6], состоит в том, что возрастает
точность определения параметров. Это позволяет
уверенно находить не только коэффициент диф-
фузии противоиона, но и коэффициент диффу-
зии коиона, который значительно меньше (на
один-два порядка) по величине. Еще одно пре-
имущество заключается в устойчивости работы
новой численной процедуры при изменении дан-

( )0P С
( )0Сκ

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 1 0

0 1 0 1 2 0 ,
g С P С H C C
С C H C C H C C

= − +
+ κ + − −

1,C 2C

1C

0С

1 1,C = 2 2 моль/л.C =

m,D m,ν mγ

( )0g С

( )0P С ( )0 ,Сκ

Таблица 3. Физико-химические параметры мембран МФ-4СК, полученные в результате применения гомогенной
модели

Мембрана Dm+, мкм2/с Dm–, мкм2/с m0 = Dm+/D+, %  моль/дм3 Dm, мкм2/с

МФ-4СК 660 14.3 6.9 0.443 1.08 0.022 28.0
МФ-4СК/(Hall + Pt) 840 6.8 8.7 0.426 1.22 0.008 13.5
МФ-4СК/(Hall + Fe) 667 8.0 7.0 0.377 1.16 0.012 15.8

mγ ,ρ mν

Рис. 4. Экспериментальные (точки) и теоретические
(кривые) зависимости диффузионной проницаемо-
сти и удельной электропроводности от концентрации
для мембраны МФ-4СК/(Hall + Pt). Вертикальная
прямая разделяет участки  и  (для участка
электропроводности значения концентрации нужно
уменьшить на 1 моль/л).

15

10

5

20

1.40.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.20
C0, моль/л

P, мкм2/с

κ, См/м

( )0P С ( )0Сκ



658

КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 81  № 5  2019

ФИЛИППОВ, ШКИРСКАЯ

ных начального приближения для искомых пара-
метров. Устойчивость достигается за счет более
жесткой конструкции сочленяющей формулы (11).

СРАВНЕНИЕ ГОМОГЕННОЙ МОДЕЛИ 
ТОНКОПОРИСТОЙ МЕМБРАНЫ 

И ЯЧЕЕЧНОЙ МОДЕЛИ И ОБСУЖДЕНИЕ 
ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕНОСА ВОДЫ

Представляет безусловный интерес сравнить
найденные параметры гомогенной и гетероген-
ной (ячеечной) моделей для одного и того же на-
бора из трех мембран МФ-4СК, который имеется
у нас в распоряжении. Для начала установим
связь между электропроводностью  гомо-
генной модели и электрокинетическим коэффи-
циентом  ячеечной. Для этого в точном
выражении для  (формула (32) в работе [3])
перейдем к пределу при  означающему от-
сутствие макроскопической пористости, как это
формально предполагается в гомогенной модели
мембраны:

(12)

Видно, что выражения (12) и (9) различаются

только на величину  представляющую
собой вклад в ЭП конвективного переноса элек-
тролита через зерна ионита. Если зерна непрони-
цаемы, то  и формулы (9) и (12) при 
совпадают, что определенным образом подтвер-
ждает достоверность обеих моделей. Попутно от-
метим, что пористость мембраны можно грубо
оценить и по гомогенной модели с помощью при-
ближенной формулы  (третий стол-
бец в табл. 3). Как видим, в целом, ее совпадение
с пористостью, вычисленной по ячеечной модели
(табл. 1 и 2), можно признать удовлетворитель-
ным. Удивительным является и практически иде-
альное совпадение значений коэффициента диф-
фузии протона в матрице обеих модифицирован-
ных мембран (а для чистой мембраны разница
составляет порядка 10%), вычисленных по обеим
моделям. Это может косвенно свидетельствовать
в пользу того, что гомогенная модель тонкопори-
стой мембраны больше подходит для описания
гомогенной же по структуре перфторированной
мембраны МФ-4СК, нежели ячеечная модель.
Эту гипотезу мы собираемся в дальнейшем прове-
рить на гетерогенных мембранах МК-40, МА-40 и
МА-41.

Следует отметить, что транспорт воды через
ИОМ изучается довольно интенсивно разными
исследователями. Например, в работе [16] пред-

( )0Сκ

( )22 0L С
( )22 0L С

0 0,m →
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( ) ( )
0

2
0

22 m+ m0

2 222 D
0 m m+ m
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2

.2

m

FL D D
RT

k FC D D

−→

−

κ ≡ = + ×

× + ρρ + γ + ρ −  °μ

2
V D ,k °ρ μ

D 0k = 0 0m →

0 m+m D D+=

принята попытка описать собственные экспери-
менты авторов по обратному электродиализу вод-
ных растворов NaCl с помощью термодинамики
необратимых процессов и связать пермселектив-
ность ИОМ с числами переноса соли и воды и мо-
ляльностью растворов по обе стороны мембраны.
В [17] также экспериментально исследовался ос-
мотический и электроосмотический перенос во-
ды при электродиализе через специально приго-
товленные с помощью армирующей сетки поли-
мерные катионо- и анионообменные мембраны.
Авторы показали, что применение такой сетки
внутри мембран может уменьшить осмотический
перенос воды как из-за уменьшения площади по-
верхности, так и, возможно, из-за меньшего на-
бухания мембраны. В недавней работе [18] на ос-
нове применения капиллярной модели ИОМ бы-
ла дана оценка числам свободного переноса воды
через нее с использованием теории двойного
электрического слоя (ДЭС) Штерна и физико-
химических и структурных характеристик мем-
браны. Однако в области малых концентраций
раствора электролита (когда влияние ДЭС наибо-
лее существенно) наблюдается лишь качествен-
ное совпадение результатов, а количественное –
только при концентрациях, превосходящих
1 моль/л. В то же время при определении харак-
теристик мембран используется как раз область
концентраций электролита 0.01–1 моль/л. В пред-
лагаемой нами ячеечной модели, где ДЭС эффек-
тивно заменяются скачками электрического
потенциала и концентрации, граница примени-
мости полученных формул определяется соотно-
шением толщины ДЭС и “радиуса Бринкмана” –
ширины зоны активной фильтрации раствора
электролита. Оценки показывают, что получен-
ные результаты в высокой степени достоверны
при равновесной концентрации электролита,
большей 0.05 моль/л.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе проведена проверка адекват-

ности ячеечной модели применительно к исход-
ной гомогенной сульфокатионитовой мембране
МФ-4СК и модифицированной нанотрубками
галлуазита и наночастицами металлов. Представ-
лен новый сопряженный алгоритм определения
физико-химических параметров ячеечной моде-
ли на основании данных по удельной электро-
проводности системы и ее электроосмотической
проницаемости.

Впервые предложены точные расчетные фор-
мулы для определения электроосмотической
проницаемости мембраны при постоянной плот-
ности тока на основании известных модельных
физико-химических и геометрических парамет-
ров, для определения которых предложен эффек-
тивный метод сопряженной оптимизации с ис-



КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 81  № 5  2019

ВЕРИФИКАЦИЯ ЯЧЕЕЧНОЙ (ГЕТЕРОГЕННОЙ) МОДЕЛИ 659

пользованием экспериментальных данных по
электропроводности и электроосмотической про-
ницаемости. Результаты расчетов удовлетвори-
тельно согласуются с имеющимися эксперимен-
тальными результатами. Выдвинута гипотеза о
том, что гомогенная модель тонкопористой мем-
браны больше соответствует гомогенной по
структуре катионообменной мембране МФ-4СК.
Ячеечная (гетерогенная) модель мембраны в
большей степени должна подходить к описанию
свойств гетерогенных мембран, что предполага-
ется проверить в одной из следующих работ ав-
торов.

Возможность вычисления электроосмотиче-
ского потока воды по алгебраическим формулам
с использованием параметров, имеющих ясный
физический смысл, важна не только в электро-
мембранных процессах, но и при расчетах так на-
зываемых электроосмотических насосов в мик-
рофлюидике [19], а также при анализе условий
сохранения необходимого количества влаги в пи-
щевых продуктах при их длительном хранении
[20] и, наоборот, минимизации переноса жидко-
сти через бетоны [21]. В этой связи предложенная
в данной работе ячеечная модель будет крайне
полезной в упомянутых практических случаях, а
также в других ситуациях, связанных с регулиро-
ванием влагосодержания в пористой среде под
действием внешнего электрического поля.
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