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На основе модели слоя равновесной адсорбции получены аналитические решения для обычных,
нормированных и высших (третьего и четвертого порядка) центральных моментов. Решения пред-
ставляют собой одночленные дроби и включают в себя длину слоя адсорбента, скорость подвижной
фазы, эффективную кинетическую константу и константу Генри. Для третьего и четвертого момен-
тов получены выражения для входного сигнала прямоугольной формы, проведен их анализ. Пока-
зано, что вычисление высших моментов при решении обратной задачи хроматографии не дает но-
вой информации о кинетических или каких-то других свойствах слоя адсорбента.
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ВВЕДЕНИЕ
Обратную задачу феноменологической теории

линейной хроматографии можно определить как
вычисление эффективного коэффициента массо-
переноса (кинетической константы) и адсорбци-
онной константы Генри. Для высокоэффектив-
ной хроматографии решение обратной задачи по-
лучено в рамках теории тарелок [1]. Позднее для
решения обратной задачи линейной хроматогра-
фии был предложен метод моментов [2], который
до этого широко использовался и используется
сейчас в математической статистике. В [2] были
получены аналитические решения для центра
тяжести и второго центрального момента, из ко-
торых вычисляется эффективная кинетическая
константа и адсорбционная константа Генри. Де-
тальный анализ этих решений представлен в [3].

Уже в [2] были получены аналитические реше-
ния для высших центральных моментов, вплоть
до пятого. Утверждалось, что высшие моменты
могут дать дополнительную информацию о свой-
ствах слоя адсорбента, находящегося в динамиче-
ских условиях конвективного массопереноса ве-
ществ в потоке инертной подвижной фазы.
В дальнейшем, предположение о том, что выс-
шие моменты дают дополнительную информа-
цию в хроматографическом исследовании, были
продолжены. В [4] говорится о том, что третий и
четвертый центральный моменты необходимы
для детального изучения свойств несимметрич-
ных кривых элюирования. Проведенные в [4]

теоретические и экспериментальные исследова-
ния фактически не доказали полезность высших
моментов. В других экспериментальных исследо-
ваниях, например, в [5], методом обращенно-фа-
зовой жидкостной хроматографии были изучены
несимметричные кривые элюирования двух пеп-
тидов. Далее были рассчитаны третий и четвер-
тый центральный моменты и на этой основе про-
ведено неинформативное обсуждение причин не-
симметричности кривых элюирования.

Экспериментальные и теоретические исследо-
вания высших моментов продолжаются и в на-
стоящее время. В [6] предполагают, что посколь-
ку третий момент характеризует симметрию кри-
вой элюирования, то это является туннелем,
через который можно получить дополнительную
информацию о процессах массопереноса. В [7, 8]
подчеркивается, что первые два момента не могут
характеризовать кривую элюирования полно-
стью, а более высокие моменты необходимы для
количественного описания важных кинетиче-
ских процессов в слое адсорбента.

Другие авторы в своих работах также предпо-
лагали использование высших моментов в анали-
зе экспериментальных данных. В [9] изучены
первые три центральных момента, а в [10] опери-
руют с первыми четырьмя центральными момен-
тами. Интересно, что позднее те же авторы разо-
шлись в своих оценках возможности использова-
ния высших моментов. В [11] метод моментов был
применен к анализу кривых элюирования, полу-
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ченных на колонках с обращенными фазами и
различающихся степенью симметрии. При этом
были использованы только первые два момента.
В то же время в [12] при изучении массопереноса
веществ через насадочные колонки цилиндриче-
ской формы использовали все те же четыре цен-
тральных момента.

Отметим, что сами аналитические выражения
для моментов, анализируемые в [2, 4–12], пред-
ставляют собой суммы рациональных дробей и
явно не являются корректными решениями, что
и проанализировано в [3]. Кроме того, в пред-
ставленных работах отсутствуют решения для
вклада в величину третьего и четвертого момен-
тов начальных условий, а именно формы входно-
го сигнала. Не приведены полностью решения
для обычных моментов. Представляется актуаль-
ным более детально, на основе достоверной тео-
ретической модели рассмотреть свойства высших
моментов в хроматографии.

Целью работы явилось получение новых ана-
литических решений для третьего и четвертого
центральных моментов в хроматографии, оценка
вклада входного сигнала в эти моменты и анализ
их информативности.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

В теории тарелок [1] для решения прямой за-
дачи хроматографии применяется уравнение, ко-
торое в модели слоя равновесной адсорбции за-
писывается в виде

(1)

в котором  – относительная длина (эф-
фективность) слоя адсорбента,  – длина слоя ад-
сорбента,  – эффективная кинетическая кон-
станта,  – время,  – концентрация за слоем
адсорбента с длиной, равной n,  – максималь-
ная концентрация кривой элюирования при n = 1.
Константа  где  – скорость по-
движной фазы,  – константа Генри.

В теории тарелок уравнение (1) используется
как промежуточное для получения симметрич-
ной кривой Гаусса при допущении  В мо-
дели слоя равновесной адсорбции уравнение (1)
обосновано в [13] на основе численных решений
для натуральных n. Позднее уравнение (1) было
распространено на область действительных  [14,
15], когда факториал действительного числа опре-
деляется через гамма-функцию Эйлера.

Обычные моменты вычисляются по уравнению
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где  – порядок обычного момента,  – экспе-
риментальная или теоретическая кривая элюиро-
вания.

В математике известно равенство 
полученное интегрированием по частям. Исполь-
зуя тот же прием интегрирования по частям, для
уравнений (1) и (2) имеем решение

(3)

На основании уравнения (3), публикуемого
впервые, запишем аналитические решения для
обычных моментов:

(4)

Отметим, что уравнение  впервые по-
лучено в [15] и представляет собой площадь под
кривой (1).

Центр тяжести  который в литературе обыч-
но называется первым моментом, был вычислен в
[16] как отношение первых двух моментов (4):

(5)

Из обычных моментов (4) легко получить выра-
жения для нормированных моментов 

(6)

Второй центральный момент был вычислен
в [17] по уравнению

(7)
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используем определение μ3 =  =
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Выше указывалось, что в цитируемых работах
отсутствуют решения для вклада в величину тре-
тьего и четвертого моментов начальных условий.
Рассмотрим решения для простейшего случая,
когда форма входного сигнала задается прямо-
угольником. Входной прямоугольный импульс

 тогда записывается в виде

(10)

где  – постоянная концентрация входного сиг-
нала,  – продолжительность входного сигнала.

Для начальных условий (10) по уравнению (2)
были рассчитаны начальные моменты и из них
определены нормированные моменты:

(11)

Используя нормированные моменты (11) и
выражения в виде сумм, из которых были получе-
ны высшие моменты (8) и (9), имеем:

(12)

Отметим, что равенство нулю вклада началь-
ного сигнала в третий момент можно объяснить
тем обстоятельством, что прямоугольный началь-
ный сигнал не влияет на изменение асимметрии
распределения.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
Численный эксперимент проводили на основе

теории слоя равновесной адсорбции [18]. При
численном моделировании элюат вводили пря-
моугольным импульсом, отметим этот ввод “1”.
Другим изученным входным импульсом был
мгновенный, который задается δ-функцией Ди-
рака. Отметим этот ввод как “2”. Длительность
ввода пробы  составляла 2 с. При мгновенном
вводе количество вещества выбиралось равным
его количеству, вводимому в виде прямоугольника.

Численное моделирование проводили при
условиях, когда объемная скорость подвижной
фазы  = 0.926 см3/с, масса слоя равновесной ад-
сорбции  = 0.152 г, величина удельного удержи-
ваемого объема  = 6.7 см3/г. Выбранные для
моделирования значения указанных параметров
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соответствуют используемым при исследовании
фронтальной динамики адсорбции изотопов ар-
гона на активированном угле из потока гелия. Та-
кие же значения параметров использовались в
[19] для моделирования влияния начального сиг-
нала в виде произвольного треугольника на ха-
рактеристики кривых элюирования.

Кривые элюирования при относительной дли-
не слоя адсорбента  приведены на рис. 1. От-
метим, что рассчитанные концентрации для кри-
вой 2 на рис. 1 представлялись в виде табличных
данных с интервалом по времени, равным 0.01 с.
Для кривой 1 (рис. 1) интервал по времени со-
ставлял 0.1 с. Выбранные интервалы времени
обеспечивали высокую точность последующего
вычисления начальных моментов. Из начальных
моментов рассчитывались нормированные и
высшие моменты, значения которых приведены в
табл. 1.

Для изучения зависимости симметрии кривых
элюирования от относительной длины слоя ад-
сорбента было проведено численное моделирова-
ние этих кривых согласно уравнению (1) в интер-
вале 5  200 при  = 0.9 с–1. Степень симмет-
рии кривых элюирования определяли через
коэффициент их симметрии . Этот коэффици-
ент равен отношению отрезков (на фиксирован-
ной относительной высоте кривой элюирования ),

2n =

n≤ ≤ b

sk

l

Рис. 1. Кривые элюирования, смоделированные для
условий, когда входной сигнал задан прямоугольни-
ком (1) и функцией Дирака (2) (мгновенный ввод).
Относительная длина слоя адсорбента  = 2.
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Таблица 1. Значения нормированных и центральных моментов, вычисленные для двух видов входного сигнала

Тип входного сигнала  с  с2  с3  с4  с2  с3  с4

Прямоугольный сигнал (1) 3.20 12.99 64.49 382.08 2.75 5.32 40.14
Функция Дирака (2) 2.20 7.26 31.92 175.44 2.42 5.32 35.00
Разница значений моментов для случаев 1 и 2 1.0 – – – 0.33 0 5.14

1,ϑ 2,ϑ 3,ϑ 4,ϑ 2,μ 3,μ 4,μ
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измеряемых от передней границы до абсциссы
максимума кривой и от абсциссы максимума до
задней границы кривой элюирования. Вычисле-
ния проведены для значений  = 0.1 и 0.5. Полу-
ченные зависимости приведены на рис. 2. Отме-
тим, что и при других значениях константы 
зависимости, приведенные на рис. 2, не изменя-
ются.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В [3] отмечалось, что все утверждения о том,
что высшие моменты, начиная с момента третье-
го порядка, могут дать дополнительную инфор-
мацию об элюировании веществ в хроматографи-
ческих колонках, до настоящего времени разум-
ного объяснения не получили. Рассмотрим
полученные решения для третьего и четвертого
моментов.

Сравним уравнения моментов, полученные
выше на основе модели слоя равновесной адсорб-
ции, с уравнениями, представленными в литера-
туре. Уравнения моментов, особенно, высших
порядков, содержат большое количество слагае-
мых [2, 4–10, 12]. Каждое слагаемое представляет
собой произведение и отношение физико-хими-
ческих констант и опытных величин, т.е. являет-
ся рациональной (алгебраической) дробью.
В модели слоя равновесной адсорбции моменты
описываются одним слагаемым, которое пред-
ставляется отношением простых выражений  к
константе  с изменяющейся степенью: для выс-
ших моментов это уравнения (8) и (9).

Используя полученные уравнения и числовые
значения величин скорости подвижной фазы,
эффективной кинетической константы и кон-
станты Генри, которые применялись при числен-

l

b

n
b

ном моделировании кривых элюирования, мож-
но сравнить результаты расчета по указанным
уравнениям с результатами, полученными в чис-
ленном эксперименте.

В табл. 1 приведены значения нормированных
моментов и высших моментов, рассчитанные из
кривой элюирования, которая была определена
методом численного эксперимента для условий
мгновенного ввода (кривая 2 на рис. 1). Полагая,
что первый нормированный момент численно
равен выражению для центра тяжести или перво-
му моменту, можно провести сравнение момен-
тов, полученных по результатам численного экс-
перимента и аналитических решений. Все значе-
ния моментов, представленные в табл. 1, точно
совпадают со значениями моментов, вычислен-
ными из уравнений (5), (7), (8) и (9).

Небольшое отличие наблюдается для норми-
рованного и центрального моментов четвертого
порядка. Для этих моментов расчет по уравнени-
ям (6) и (9) дает значения, отличающиеся от зна-
чений, вычисленных из смоделированной кри-
вой на величину, не превышающую 0.3%. Эта
ошибка может быть вызвана недостаточно точ-
ным выбором интервала интегрирования, что
особенно сказывается на вычислениях моментов
высших порядков [4].

Проведенное сравнение показывает высокую
точность численного эксперимента, проведенно-
го в соответствии с положениями модели слоя
равновесной адсорбции [18]. С другой стороны,
обнаруженное совпадение значений моментов,
рассчитанных различными способами, свиде-
тельствует о корректности уравнений, получен-
ных выше. Еще раз отметим, что эти уравнения
включают в себя только переменные  и b. Это
позволяет утверждать, что высшие моменты
определяются только этими переменными, для
вычисления которых требуются два момента:
центр тяжести кривой элюирования или первый
момент и второй центральный момент.

Оценим решения для вкладов входного сигна-
ла в изменение значений моментов высшего по-
рядка. Для центра тяжести, который может быть
определен в табл. 1 через первый нормированный
момент, разница значений этого момента, рас-
считанная с учетом входного прямоугольного
сигнала и при условии мгновенного ввода, зада-
ваемого функцией Дирака, составляет 1 с (табл. 1).
Это значение соответствует известному уравне-
нию  [20] и доказывает соблюдение принципа
аддитивности вкладов в первый момент входного
сигнала и процессов, происходящих непосред-
ственно в слое адсорбента. Такое же соответствие
наблюдается и для второго момента, когда та же
разница равна 0.33 с2, что совпадает с решением

 [20].

n

f 2T

2
f 12T

Рис. 2. Зависимости коэффициента симметрии кри-
вой элюирования от относительной длины слоя ад-
сорбента, рассчитанные при относительной высоте,
равной 0.5 (1) и 0.1 (2).
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Для центрального момента третьего порядка
обнаружено, что вклад входного прямоугольного
сигнала в изменение величины этого момента яв-
ляется нулевым – уравнение (12). Это и наблюда-
ется в полученных результатах (табл. 1), когда
разница рассчитанных для прямоугольного и
мгновенного ввода вещества значений  равна
нулю.

Для центрального момента четвертого порядка
не наблюдается соответствия полученного урав-
нения (12) результатам численного эксперимен-
та. Разница между моментами, вычисленными из
кривых элюирования для случаев прямоугольно-
го входного импульса и при мгновенном вводе ве-
щества, составляет 5.14 с4, что сильно отличается
от значения, рассчитанного по уравнению (12).
Расчеты для других значений  также показали
несовпадение этих величин. Можно предполо-
жить, что для четвертого центрального момента
правило аддитивности вкладов в этот момент
входного сигнала и процессов, происходящих не-
посредственно в слое адсорбента, не соблюдается.

Из полученных результатов следует, что даже
по формальному принципу решения для уравне-
ний моментов, представленные в [2, 4–10, 12] и
других многочисленных работах различных авто-
ров, нельзя назвать удобными для анализа экспе-
риментальных данных. Эти решения не только
менее удобны по сравнению решениями в виде
уравнений (5), (7), (8) и (9), полученными с ис-
пользованием модели слоя равновесной адсорб-
ции, но и могут приводить к существенным
ошибкам при анализе получаемых данных.

Метод моментов, используемый в математиче-
ской статистике, действительно, оперирует с
высшими центральными моментами, каждый из
которых по-своему характеризует кривую рас-
пределения. Но, в отличие от конкретных стати-
стик, в которых число переменных фиксировано,
например в социологических исследованиях, в
хроматографии реализуются процессы с функци-
ональным изменением одной из важнейших ха-
рактеристик процесса – относительной длины
слоя адсорбента. Поэтому моменты высшего по-
рядка не могут давать дополнительную информа-
цию о динамических процессах, происходящих в
хроматографической колонке.

Ранее было рассмотрено изменение симмет-
рии кривой элюирования в зависимости от отно-
сительной длины слоя адсорбента [21]. Эти вы-
числения повторены в настоящей работе в более
широком интервале изменения  для двух разных
по отношению к максимуму значениях высоты
кривой элюирования (рис. 2).

Из результатов, представленных на рис. 2, сле-
дует, что такая важная характеристика как сим-
метрия кривой элюирования, связанная с тре-
тьим центральным моментом, имеет функцио-

3μ

fT

n

нальную зависимость от относительной длины
слоя адсорбента . При этом получаемые зависи-
мости совпадают друг с другом при любых значе-
ниях константы  и легко могут быть линеаризо-
ваны [22]. Это еще раз свидетельствует о том, что
высшие моменты не дают дополнительной ин-
формации о динамических и кинетических свой-
ствах хроматографического процесса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основании модели слоя равновесной ад-

сорбции получены аналитические решения для
высших центральных моментов третьего и чет-
вертого порядка. Высшие моменты описываются
одним слагаемым в виде алгебраической дроби,
которая представляет собой отношение простых
выражений относительной длины слоя адсорбен-
та  к константе  с изменяющейся степенью. Та-
ким образом, высшие моменты определяются те-
ми же величинами, что и центр тяжести (первый
момент) и второй центральный момент. Это
означает, что высшие моменты не могут дать до-
полнительную информацию о динамических и
кинетических процессах, происходящих в хрома-
тографической колонке.

Об этом же свидетельствует обнаруженная
устойчивость зависимости коэффициента сим-
метрии от относительной длины слоя адсорбента.
Полученные результаты уточняют возможности
решения обратной задачи хроматографии на ос-
нове метода моментов, позволяющего определять
адсорбционную и кинетическую константу хро-
матографической системы.
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