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Представлен метод расчета линейной динамической намагниченности вязкоупругого ферроколло-
ида, находящегося в постоянном магнитном поле (поле смещения). Магнитную фазу коллоида со-
ставляют броуновские наночастицы ферромагнетика, погруженные в жидкость Джефриса. Поэто-
му каждая такая частица при своем вращении, индуцированном переменным (зондирующим) по-
лем, рассеивает энергию через два работающих параллельно “канала” трения. На малых временах
доминирует обычная (ньютонова) вязкость, а на больших основную роль играет запаздывающее
(максвеллово) диссипативное взаимодействие. Показано, что запаздывающее трение о среду Дже-
фриса приводит к появлению медленной моды релаксации намагниченности, которая должна быть
наиболее выражена в ферроколлоидах, обладающих значительной упругостью. С ростом поля сме-
щения эта мода ослабляется и превалирующим механизмом релаксации становится трение, связан-
ное с ньютоновой вязкостью, так как оно определяет малоугловые ориентационные флуктуации
магнитных моментов частиц. Предложенный метод дает точное решение модели; полученные с его
помощью результаты доказывают существенную ограниченность прежних приближенных расчетов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Наночастицы ферромагнетиков и ферритов

успешно используются в различных инженерных
и биомедицинских приложениях как сами по се-
бе, например, в виде добавок, повышающих кон-
траст изображений в МРТ [1, 2], или биосенсо-
ров [3], так и в качестве активных элементов
сложных физико-химических систем: магнитных
полимеросом [4, 5], микроферрогелей [6, 7].
Фронт исследования этих систем непрерывно
расширяется, нацеливаясь на множество потен-
циальных приложений. В их числе: направлен-
ный транспорт лекарств [8], термическое воздей-
ствие на злокачественные клетки (локальная маг-
нитоиндукционная абляция и гипертермия [9, 10]),
управляемое деформирование клеточной мем-
браны [11] или силовое проникновение частицы-
наноинструмента через нее [12], формирование
опорного каркаса заданной конфигурации для
наращивания костной ткани [13, 14] и т.д.

Любая из этих прикладных идей предполагает
или манипулирование магнитным микро- или
наноэлементом, или возбуждение/анализ его
магнитного отклика посредством приложенного

поля. Тем самым очевидно, что залогом продви-
жения магнитной тераностики и наномедицины
является прогресс в решении большого ряда ком-
плексных физических задач. С одной стороны,
при описании частиц столь малого размера при-
кладная физика магнитных явлений должна обя-
зательно сочетаться с теорией броуновского дви-
жения (как оказывается, отдельно частиц и их
магнитных моментов). С другой стороны, слож-
ное строение сред, в которых находятся частицы,
требует обращения к физике конкретного мягко-
го вещества, например вязкоупругой жидкости
(движение частиц в цитозоле), физике макромо-
лекулярных мембран (проникновение частицы
через клеточную оболочку), физике полимеров
(поведение частиц в феррогелях) и т.д.

Использование магнитных наночастиц в каче-
стве сенсоров положения и/или индикаторов
присутствия определенных биомолекул – одно из
наиболее простых, но и универсальных приложе-
ний. In vivo (или на имитационных моделях) оно
позволяет контролировать распределение нано-
частиц-векторов в организме и их локализацию в
очагах-мишенях. Но шире всего магнитные нано-
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сенсоры используются in vitro для лабораторного
анализа малых проб на содержание определенных
веществ (аналитов).

Наночастицы, функционализированные к ис-
комому аналиту, вводятся в пробу в определен-
ной дозе. Затем образец помещается в слабое пе-
ременное магнитное поле и проводится монито-
ринг магнитного отклика. При наличии аналита в
пробе, его молекулы адсорбируются на частицах-
зондах, и это вызывает изменение амплитудно-
частотной характеристики магнитного отклика
образца. Следует отметить, что наиболее распро-
страненный режим такого мониторинга – это не
гармоническое зондирование, а магнитная ре-
лаксометрия: регистрация сигнала, которым си-
стема откликается на резкое изменение прило-
женного поля [15–17].

В настоящей работе выполнено решение
именно такой задачи применительно к сфериче-
ской броуновской частице, несущей “вморожен-
ный” магнитный момент и находящейся в вязко-
упругой среде, механика которой описывается
схемой Джефриса – очень распространенной фе-
номенологической моделью, способной эффек-
тивно моделировать широкий спектр реологиче-
ских свойств: от почти неньютоновской жидко-
сти до геля. Предположение о “вмороженности”
магнитного момента означает, что частица обла-
дает внутренней магнитной анизотропией, поле
которой существенно превосходит напряженно-
сти полей, применяемых для релаксометрии; та-
кому случаю отвечает, например, использование
наночастиц феррита кобальта.

Раздел 2 содержит общее описание модели.
В разделе 3 представлены уравнения вращатель-
ного движения частицы – система уравнений
Ланжевена и соответствующее ей уравнение
Фоккера–Планка (УФП), а в разделе 4 рассмот-
рено исходное равновесное состояние частицы.
Разделы 5–7 посвящены выводу в трехмерной по-
становке системы моментных уравнений, описы-
вающей ориентационное движение частицы (и ее
магнитного момента), и построению метода точ-
ного решения этой системы применительно к
задаче о магнитной релаксометрии. Для сопо-
ставления в разделе 8 приведено приближенное
решение той же системы уравнений методом эф-
фективного поля, т.е. с учетом только первых
двух статистических моментов. В разделе 9 дано
полное решение задачи и показано, что метод эф-
фективного поля, в действительности, можно
применять для интерпретации релаксометриче-
ских экспериментов только в очень ограничен-
ной области материальных параметров вязко-
упругой среды.

2. МОДЕЛЬ

Поскольку наночастица, взвешенная в любой
жидкой среде, подвержена интенсивному бро-
уновскому движению, в отсутствие внешнего
магнитного поля направления магнитных момен-
тов в разбавленном ансамбле таких частиц рас-
пределены по случайному закону. Техника маг-
нитной релаксометрии предполагает, что в нача-
ле теста этот ансамбль помещается в постоянное
и однородное поле и пребывает в нем до достиже-
ния равновесия. Приложенное поле намагничи-
вает систему – создает в ней определенную сте-
пень ориентационного упорядочения магнитных
моментов. Затем поле резко (ступенчато) изменя-
ется, и регистрируется сигнал, генерируемый
магнитными частицами при переходе ансамбля к
новому ориентационному равновесию. Таким
образом, возбуждаемый релаксационный про-
цесс содержит информацию о свойствах среды, в
которой происходит поворот частицы.

В том случае, когда поле выключается полно-
стью, возврат системы к изотропному состоянию
определяется только свободным броуновским
движением (диффузией), т.е. определяется раз-
мером частицы и температурой. Если же поле из-
меняется между двумя конечными значениями
напряженности: H и H ± ΔH (ΔH  H), то релак-
сационный процесс оказывается еще и функцией
величины “поля смещения” H.

Частица погружена в вязкоупругую среду Дже-
фриса, выбор этой модели (подробное описание
см., например, в [18, 19]) обусловлен, в том числе,
тем обстоятельством, что она позволяет коррект-
ным образом осуществлять переход к броунов-
ской динамике, не порождая артефактов [20–22].
Реология жидкости Джефриса описывается по-
средством трех феноменологических параметров,
см. рис. 1. Коэффициент вязкости  принято от-
носить к низкомолекулярной (квази-ньютонов-
ской) компоненте среды, а коэффициент ηM –
к высокомолекулярной (квази-максвелловской)
компоненте. Предполагая, что ηN  ηM, видим,
что реакция жидкости Джефриса на внешнее воз-
действие имеет быструю и медленную составляю-
щие. Модуль упругости G характеризует упру-
гость полимерной сетки, за необратимую дефор-
мацию которой отвечает коэффициент вязкости ηM.

3. УРАВНЕНИЯ ЛАНЖЕВЕНА 
И ФОККЕРА–ПЛАНКА

Система уравнений, описывающих ориента-
ционное движение броуновской частицы в жид-
кости Джефриса без учета инерции, имеет вид
[21, 22]
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(1)

Здесь  – единичный вектор ориентации части-
цы,  – угловая скорость,  – энергия взаимо-
действия частицы с полем, а  – оператор беско-
нечно малого поворота, и использовано стандарт-
ное обозначение для векторного произведения.
Коэффициенты реакции среды задаются стан-
дартными для микрореологии соотношениями [23]

где  – динамический модуль упругости, а  –
ньютонова ( ) и максвеллова ( ) вязко-
сти,  – гидродинамический объем частицы.
Случайные силы, моделирующие тепловой шум в
системе, в соответствии с флуктуационно-дисси-
пативной теоремой определяются следующими
корреляционными соотношениями [21, 22]:

(2)

В этой формуле и далее температура  измеряется
в энергетических единицах ( ). В системе
уравнений (1) величина  имеет смысл момента
сил, действующих на частицу со стороны дина-
мической квазисетки с временем жизни узлов 
Эта фазовая переменная моделирует запаздываю-
щую реакцию среды. В рассматриваемой модели,
как видно из (1), механизмы запаздывающего и
обычного вязкого трения, обусловленного дисси-
пативным взаимодействием частицы с низкомо-
лекулярной компонентой среды, работают парал-
лельно. Равновесную сетку в хорошем раствори-
теле (гель) можно рассматривать как предельный
случай, когда  При указанном предель-
ном переходе уравнение для запаздывающего мо-
мента сил трения сводится [24, 25] к простому со-
отношению  означающему чисто упру-
гую реакцию среды. Для такой системы в случае
плоского вращения частицы уравнения (1) при-
водят к одномерной модели Кельвина, эта ситуа-
ция рассмотрена в работе [25].

Системе стохастических уравнений (1) соот-
ветствует кинетическое УФП для функции рас-
пределения  получаемое стандартным
способом (см., например, [22, 26]):
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Здесь и далее используется безразмерная фазовая
переменная  т.е. в исходной системе уравне-
ний (1) произведена замена  Из структу-
ры УФП следует, что его стационарным (равно-
весным) решением является обобщенное распре-
деление Больцмана

Эта функция показывает, что равновесное состо-
яние системы в отсутствие поля  изотроп-
но и даже в постоянном внешнем поле фазовые
переменные  остаются статистически неза-
висимыми. Это важное свойство существенно ис-
пользуется при построении приводимых ниже ре-
шений.

В рассматриваемой задаче магнитный диполь-
ный момент  закреплен (вморожен) в теле ча-
стицы, так что энергия его взаимодействия с по-
лем имеет стандартный вид ориентационного по-
тенциала Зеемана:

При записи магнитного поля здесь учтено, что
оно имеет две составляющие: постоянную

 (поле смещения), направленную по оси
 и переменную плоско поляризо-

ванную   Наличие поля сме-
щения придает статистическому ансамблю таких
частиц стационарную ориентационную анизо-
тропию, и поэтому для характеристики магнит-
ного отклика ферроколлоида на слабое зондиру-
ющее поле следует использовать тензор воспри-
имчивости
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Рис. 1. Схематическое представление магнитной ча-
стицы, погруженной в вязкоупругую среду
Джефриса.
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(3)

где  – числовая концентрация частиц; по пред-
положению, размеры и магнитные моменты всех
частиц ансамбля одинаковы, т.е. рассматривается
монодисперсный ферроколлоид.

Для расчета восприимчивости (3) будем ис-
пользовать метод усреднения стохастических
уравнений (1), хорошо зарекомендовавший себя
при решении широкого круга задач физической
кинетики [26]. После подстановки явного вида
потенциала взаимодействия частиц с полем, си-
стема (1) принимает форму

(4)

Здесь для удобства обозначения введены операто-
ры   и  описывающие, соответственно, дей-
ствие магнитного поля, запаздывающего трения
и случайных сил на фазовые переменные в среде
Джефриса. Корреляционные функции случай-
ных сил, входящих в эту систему, определяются
соотношением (2).

4. РАВНОВЕСНОЕ СОСТОЯНИЕ
Равновесная функция распределения, куда

подставлен явный вид потенциала Зеемана, при-
нимает вид
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Здесь введены обозначения для безразмерной ве-
личины поля  и безразмерной темпера-
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которое получается интегрированием по частям.

Таким образом, в равновесном состоянии ан-
самбль магнитных частиц имеет одноосную ани-
зотропию, задаваемую направлением постоянно-
го поля. В этой ситуации любой тензор второго
ранга можно представить через разложение по
набору проекционных тензоров

(6)

обладающих простой структурой, причем этот
набор является полным и ортогональным. Удоб-
ство такого разложения очевидно: в этом пред-
ставлении все матричные операции сводятся к
простым скалярным действиям с соответствую-
щими компонентами:

Согласно (5) распределение фазовой переменной
 остается изотропным даже при наличии посто-

янного поля, в силу чего все нечетные равновес-
ные статистические моменты этой величины об-
ращаются в нуль, а четные моменты задаются вы-
ражениями

5. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ БАЗИС 
НЕРАВНОВЕСНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Зондирующее поле выводит систему из равно-
весного состояния. Найдем линейные по этому
возмущению неравновесные компоненты функ-
ции распределения. Для изотропного состояния
(в отсутствие поля смещения) такая задача была
решена в работе [22]. Ниже мы покажем, что по-
строенный в этой работе базис можно использо-
вать и при наличии поля смещения. В самом деле,
из системы уравнений (4) следует, что в линейном
по зондирующему полю – “дипольном” – при-
ближении зацепление моментных уравнений
обусловлено только запаздывающим трением,
т.е. моментом сил . Так, например, в уравнении
для первой базисной функции , имеющей нуле-
вой порядок по , присутствует функция первого
порядка –  В свою очередь, в уравнении
для этой величины появится функция второго
порядка и так далее. Запишем эти соотношения в
общем виде, используя введенный при записи (4)
оператор 
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Из этих выражений видно, что в силу изотро-
пии равновесного состояния по переменной 
искомые базисные функции следует разделить на
взаимно ортогональные подбазисы – нечетный и
четный. В свою очередь, четный подбазис можно
рассматривать как суперпозицию двух ортого-
нальных между собой наборов функций. Это
утверждение основано на следующем очевидном
равенстве, справедливом для любой функции ,
зависящей от модуля переменной 

Если использовать указанные обстоятельства, то
в дипольном приближении все базисные функ-
ции можно разделить на три взаимно ортогональ-
ных набора (подбазиса):

(7)

где  – скалярные функции, позволяющие
провести ортогонализацию внутри каждого из
этих наборов последовательно шаг за шагом по
процедуре Грама–Шмидта [27].

Из условия сохранения нормировки неравно-
весного решения  УФП для первой ба-
зисной функции находим

Скалярные функции  в подбазисах (7) явля-
ются полиномами, степень которых обозначает
нижний индекс. Верхний индекс указывает на
степень дополнительного множителя (вес), с ко-
торым эти многочлены ортогональны:

Это соотношение является прямым следствием
определения ортогональных базисных функций (7).
Способ построения и техника работы с полным
“дипольным” базисом изложены в Приложении.

С учетом сделанного выбора функционально-
го базиса представим неравновесное решение
УФП в виде

(8)
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и найдем связь между амплитудами этого разло-
жения и усредненными значениями базисных
функций – неравновесными статистическими
моментами. Выполняя усреднение первой базис-
ной функции с распределением (8), получаем

откуда, используя определение проекционных
матриц (6), находим явное выражение для первой
амплитуды неравновесного распределения

(9)

Аналогичным способом получаются и соотноше-
ния, выражающие связь амплитуд разложения (8)
с моментами более высокого порядка:

(10)

6. ЦЕПОЧКА МОМЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ
В рассматриваемой задаче наибольший инте-

рес представляет наблюдаемый (средний по ан-
самблю) вектор ориентации частицы. Формаль-
ное усреднение первого уравнения системы (4)
дает

Последнее слагаемое в правой части, определяю-
щее вклад вращательной диффузии, вычисляется
следующим способом [22, 26, 28]. Так как в иско-
мое выражение входит случайная δ-коррелиро-
ванная функция, то для его расчета достаточно
найти только сингулярную, т.е. пропорциональ-
ную случайной силе, часть решения уравнения (4)
для фазовой переменной :

(11)

Эта формула учитывает в явном виде принцип
причинности, согласно которому состояние фи-
зической системы в данный момент времени мо-
жет зависеть только от предшествующих воздей-
ствий. Усреднение слагаемого со случайной
силой с помощью определения (11) и корреляци-
онных соотношений (2) приводит к уравнению
движения вектора ориентации в форме
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(12)

Здесь

(13)

– известное дебаевское время броуновской вра-
щательной диффузии сферической частицы в
ньютоновой жидкости с вязкостью 

В термодинамическом равновесии, когда нет
переменного зондирующего поля, отсюда следует
связь между первым и вторым моментами вектора

  =  Использование этой
подстановки позволяет записать уравнение для
неравновесной составляющей ориентации в виде

Здесь второе слагаемое в правой части должно
быть усреднено по неравновесному распределе-
нию (8). Пользуясь изложенной выше техникой
проецирования, имеем

Учитывая связь (9) между первой амплитудой не-
равновесного распределения и статистическим
моментом  и разделяя затем зондирующее по-
ле на продольную и поперечную составляющие,
приходим к окончательной форме уравнения для
неравновесной ориентации:

(14)

В случае ньютоновой среды-носителя, когда
упругость отсутствует (G = 0) и параметр γN обра-
щается в нуль, уравнение (14) совпадает с уравне-
нием для намагниченности, полученным в работе
[29]. Таким образом, именно последнее слагаемое
в правой части уравнения (14) описывает влияние
вязкоупругости на степень ориентации ансамбля
феррочастиц, т.е., в конечном счете, на намагни-
ченность системы.

Используя аналогичную технику преобразова-
ния (детали расчета даны в Приложении), полу-
чаем уравнение для момента сил запаздывающего
трения
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(15)

В случае изотропной системы, когда постоян-
ное поле отсутствует и  это уравнение
совпадает с уравнением для момента  полу-
ченным в работе [22]. Анизотропию ориентаци-
онного и, тем самым, магнитного отклика вносит
тензор Aij, компоненты которого отличны от нуля
в присутствии поля.

Если ограничить рассмотрение только этой
парой уравнений, то придем к приближенному
описанию магнитной релаксации вязкоупругого
ферроколлоида методом эффективного поля, для
чего достаточно в уравнении (15) положить

 Указанное рассмотрение было
проведено в работе [24], и, как детально проде-
монстрировано ниже, пренебрежение высшими
моментами функции распределения приводит к
заметному отличию результатов от точного ре-
шения.

Способ вывода полной цепочки зацепляю-
щихся моментных уравнений представлен в При-
ложении. Такая система содержит бесконечное
число уравнений, и, строго говоря, для получения
точного решения нужно решить все из них. На де-
ле, требование оказывается не таким строгим.
Для того чтобы обеспечить высокую точность ре-
шения в физически интересном для рассматрива-
емой задачи диапазоне параметров, достаточно
ограничить количество решаемых уравнений
вполне умеренными значениями: 10–20.

7. ОРИЕНТАЦИОННАЯ 
МАГНИТОДИНАМИКА 

ВЯЗКОУПРУГОГО ФЕРРОКОЛЛОИДА

Расчет отклика намагниченности на слабое
поле  начнем, однако, с построе-
ния полной формальной схемы решения. Сохра-
ним обозначения для моментов отклика на зон-
дирующий сигнал, опуская для краткости индекс
частоты  В безразмерном виде матричные урав-
нения для каждой из двух (параллельной и пер-
пендикулярной полю смещения) проекций име-
ют вид

(16)

где векторы искомых компонент отклика и вы-
нуждающей силы задаются соотношениями
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Верхний индекс T указывает на транспонирование.
Приведем явный вид начального фрагмента мат-

рицы  с опущенным для краткости индексом
проекции:

(17)

Диагональные элементы матрицы  имеют вид

Здесь  – параметр упругости среды-носи-
теля, а параметр B идентифицирует подбазис, к
которому относится функция γ(α). Из расчета
(см. Приложение) получаем

Элементы, стоящие ниже главной диагонали
матрицы (поддиагональные), тоже зависят от ве-
личины поля смещения и согласно Приложению
задаются формулами

Сопоставление с решением задачи для случая
нулевого поля смещения [22] показывает, что
матричное уравнение (16) имеет ту же структуру –
это ленточная пятидиагональная матрица. Отли-
чие заключается в появлении полевой зависимо-
сти матричных элементов, которая полностью
определяется набором из восьми функций; при
нулевом поле смещения эти функции принимают
единичные значения.

Запишем уравнение (16) в виде пятичленного
рекуррентного соотношения
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(18)
Из явного вида (17) фрагмента матрицы хорошо
видно, что коэффициенты этой формулы и ее
правую часть можно представить как соответ-
ствующие компоненты следующих векторов:

Уравнение (18) удобно решать методом прогонки
(см., например, [22, 30]). Для этого связь компо-
нент отклика разных индексов представляется в
виде суммы, содержащей два коэффициента про-
гонки и свободный член: 
Такая подстановка позволяет выразить в уравне-
нии (18) два слагаемых со старшими индексами
через компоненты с индексами  и тем самым
привести (18) к трехчленному рекуррентному со-
отношению; сравнение последнего с выбранным
видом решения дает систему уравнений прогонки

(19)

Использование коэффициентов прогонки
позволяет вывести аналитическую формулу для
динамической восприимчивости вязкоупругого
ферроколлоида. Рассмотрим совместно первое из
уравнений моментной цепочки (16) и соотноше-
ние прогонки для второй компоненты отклика:

  Используя фор-
мулы прогонки и явный вид коэффициентов,
входящих в них, получаем: 

 В результате находим выражение для
неравновесного дипольного момента 
Учитывая определение восприимчивости (6) и
восстанавливая все опущенные обозначения, по-
лучаем

(20)

С формальной точки зрения это выражение явля-
ется точным, поскольку до сих пор мы рассматри-

вали безразмерную функцию  как одну
из компонент бесконечной последовательности
{Sn}, определенной из решения всей бесконечной
цепочки рекуррентных уравнений (19).

Для реального вычисления восприимчивости
систему рекуррентных соотношений приходится
обрывать на некотором номере N, накладывая на
систему (19) “начальные” условия

которые отражают естественное предположение
о том, что амплитуды статистических моментов
неравновесного распределения убывают с ростом
их номера. Таким образом, N – это порядок наи-
высшего учитываемого момента, и с помощью
этого числа легко контролировать точность вы-
числений. Как оказалось, для рассматриваемой
задачи во всем физически интересном диапазоне
изменения материальных параметров системы
достаточно использовать значение 

В работе [31] представлено обсуждение резуль-
татов расчета динамической восприимчивости по
полученным выше формулам. Основной резуль-
тат этого анализа состоит в том, что в системе с
развитой упругостью  и в относительно
слабом поле смещения  наряду с вы-
сокочастотной областью дисперсии (ωτD ~ β)
имеется и низкочастотная (ωτD ~ 1/β). По мере
роста параметра упругости амплитуда этой низ-
кочастотной компоненты растет, а высокочастот-
ной уменьшается.

Построенный ниже формализм применяется
для того, чтобы выяснить влияние магнитного
поля смещения и реологических параметров сре-
ды-носителя на кинетику релаксации намагни-
ченности. В самом деле, зондирование феррокол-
лоидов ступенчатыми импульсами поля – это,
по-видимому, наиболее распространенный спо-
соб экспериментального изучения микрореоло-
гии и магнитодинамики сложных ферроколлои-
дов, см., например, [15–17].
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8. ВРЕМЕНА РЕЛАКСАЦИИ: 
ПРИБЛИЖЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОГО ПОЛЯ

Рассмотрим схему стандартного релаксомет-
рического эксперимента, заключающегося в ре-
гистрации сигнала, возникающего при быстром
выключении слабого магнитного поля, величина
которого на протяжении длительного времени
поддерживалась неизменной:

(21)

при этом воздействии магнитное поле смещения
 всегда остается постоянным и по величине, и

по направлению.
Простые формулы, пригодные для качествен-

ного анализа переходного процесса, вызванного
воздействием (21), можно получить в приближе-
нии эффективного поля. В этом подходе для того,
чтобы описать затухание неравновесной компонен-
ты намагниченности системы 
полученная выше система моментных уравне-
ний (16) сокращена до первых двух. Указанную
пару уравнений первого порядка по времени
удобно преобразовать в единственное уравнение
второго порядка, которому удовлетворяет K(t):

(22)

Индекс проекции намагниченности  на поле
смещения здесь для краткости опущен. В соот-
ветствии со схемой обсуждаемого эксперимента
уравнение (22) следует решать с начальными
условиями

(23)

Решение сформулированной задачи находится
стандартным способом и имеет вид

(24)

Входящие в эту формулу декременты затухания
 являются корнями характеристического урав-

нения, соответствующего (22). Начальный на-
клон этой релаксационной кривой задается вели-
чиной  которая, в свою очередь, определяется
только временем  и безразмерной величиной
постоянного поля. Важно отметить, что  не
зависит от вязкоупругости (ηM и G) среды. Так
происходит потому, что на начальном этапе ре-
лаксации успевает включиться только быстрый
релаксационный механизм изучаемой модели –
обычное вязкое трение c коэффициентом ηN.
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Полное время релаксационного процесса
удобно характеризовать так называемым инте-
гральным временем, которое учитывает все моды
релаксации [26]. Для функции (24) оно легко вы-
числяется и в размерной форме имеет вид

(25)

Заметим, что в это выражение входят все реологи-
ческие постоянные модели.

Простая формула (25) качественно верно опи-
сывает зависимость процесса релаксации намаг-
ниченности от материальных параметров систе-
мы. Начнем с изотропного случая (поле смеще-
ния равно нулю), когда согласно данным выше
определениям  Из (25) имеем

(26)

Как видно, описание с помощью интегрально-
го времени предсказывает три существенно раз-
личающихся режима ориентационной релакса-
ции наночастицы в жидкости Джефриса. Из фор-
мулы (26) следует, с одной стороны, что
релаксация всегда имеет диффузионный харак-
тер: затравочным масштабом времени является
обратно пропорциональное температуре дебаев-
ское время τD (13). С другой стороны, реальная
скорость релаксации может изменяться на не-
сколько порядков, уменьшаясь от  до 
напомним, что отношение  в типичных
случаях составляет 103–105. Согласно (26), пере-
ход между режимами определяет безразмерный
параметр  выражающий соотношение
между упругой и флуктуационной силами, дей-
ствующими на частицу ферроколлоида.

При сильном тепловом движении и/или сла-
бой упругости ( ) релаксационный
процесс протекает быстро: он фактически опре-
деляется дебаевским временем  Иными слова-
ми, в этом режиме воздействие среды Джефриса
на наночастицу очень похоже на то, что оказыва-
ла бы на нее простая ньютонова жидкость с коэф-
фициентом вязкости 
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При очень высокой упругости ( ) инте-
гральное время ориентационной релаксации (26)
приобретает вид

(27)

Как видно, оно сохраняет свой дебаевский харак-
тер ( ), но теперь эффективная вязкость
жидкой среды, в которой происходит ориентаци-
онная диффузия частицы, задается не ньютоно-
вым ( ), а максвелловым ( ) коэффициентом
модели Джефриса. Таким образом, в пределе

 процесс релаксации замедляется в q раз по
сравнению с предельным случаем среды со сла-
бой упругостью. Примечательно, что ни в той, ни
в другой ситуации скорость релаксации не зави-
сит явно от параметра упругости.

Наибольший физический интерес имеет пред-
ставленная в формуле (26) промежуточная
асимптотика:  при  В самом деле, слу-
чай  как указано выше, тривиален, а предел

 которому можно придать вид 
в реальных коллоидах не может быть достигнут
ввиду малости размеров частиц.

Таким образом, типичный для вязкоупругого
ферроколлоида процесс ориентационной релак-
сации характеризуется интегральным временем

(28)

которое возрастает пропорционально параметру
упругости; при переходе к соотношению (28) мы
положили, что  заметно превосходит единицу.
Важной особенностью времени (28) является его
“недебаевский” вид – квадратичная зависимость
от обратной температуры.

Проделанный выше анализ легко распростра-
нить на случай релаксометрии ферроколлоида,
находящегося под действием постоянного поля
смещения (21). Используя полученные выше
формулы для величин  и  находим выра-
жения, позволяющие оценить влияние поля сме-
щения на интегральную релаксацию поперечной
( ) и продольной ( ) компонент намагни-
ченности:

(29)

Для изотропной системы эти формулы совпадают
и описываются промежуточной асимптотикой
(средняя строчка) из (26).

В случае сильного поля смещения  т.e.
при  указанные выражения в первом по-
рядке по малому параметру  принимают вид
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(30)

Такое поле обеспечивает высокую степень ориен-
тации частиц, и при его изменении на малую ве-
личину главным механизмом релаксации являет-
ся не тепловая диффузия, а вынуждаемый полем
поворот магнитного момента. Как видно, в пре-
деле сильного поля смещения интегральные вре-
мена релаксации убывают как  при
этом тот факт, что среда-носитель обладает упру-
гостью, заметно сказывается только на попереч-
ном времени. Хотя время  задающее темп ре-
лаксации, не зависит от температуры (см. (30)),
асимптотическая формула для времени  содер-
жит такую зависимость: она входит в нее через па-
раметр  За счет этого в средах с заметной
упругостью релаксометрический эксперимент
может показывать существенную перенормиров-
ку величины  даже в сильном поле смещения.

Представленные выше результаты свидетель-
ствуют о том, что присутствие поля смещения
всегда ускоряет ориентационную релаксацию в
вязкоупругом ферроколлоиде. Хотя этот вывод
получен в рамках довольно грубой модели (при-
ближение эффективного поля), но, как показано
ниже, он сохраняет свою силу и при решении ре-
лаксационной задачи в полной постановке.

9. МАГНИТНАЯ РЕЛАКСОМЕТРИЯ 
ВЯЗКОУПРУГОГО ФЕРРОКОЛЛОИДА

Используем построенное в разделе 6 решение
для расчета динамики спада намагниченности
вязкоупругого ферроколлоида. Согласно теории
линейного отклика (см., например, [26]), если из-
вестна динамическая восприимчивость системы,
то ее реакция на мгновенное выключение зонди-
рующего поля выражается соотношением

(31)

Для интегрального времени релаксации, подстав-
ляя в (31) найденное точное решение (20), полу-
чаем

(32)

Величина  находилась численно решением
системы рекуррентных уравнений (19). Число ис-
пользованных уравнений N достигало 20, однако
уже при N = 10 относительная погрешность ре-
зультатов становилась очень малой: не превыша-
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ла 0.1%; с учетом этого обстоятельства большин-
ство вычислений было выполнено при N = 10.

Расчет по формуле (31) показал, что начальные
условия (23) для функции релаксации выполня-
ются для приближения любого порядка. Незави-
симость стартовых условий релаксации от поряд-
ка приближения прямо следует из рассматривае-
мой схемы эксперимента. Действительно, в
момент времени, непосредственно следующий за
скачком величины зондирующего поля, в систе-
ме существует лишь один неравновесный стати-
стический момент  все остальные моменты
тождественно равны нулю. Поэтому начальная
стадия релаксации определяется быстрым ньюто-
новым трением и не зависит от вязкоупругих па-
раметров среды-носителя.

На рис. 2 представлены релаксационные кри-
вые изотропного (нулевое поле смещения) фер-
роколлоида при различной упругости дисперси-
онной среды. Сплошными линиями обозначены
точные результаты, рассчитанные по формуле (31),
а штриховыми – полученные в приближении эф-
фективного поля (24). Как следствие условий (23),
начальные (при t = 0) наклоны всех линий совпа-
дают. На малых временах кривые K(t) с одинако-
выми значениями β близки друг к другу, и интер-
вал их близости тем протяженнее, чем меньше ве-
личина этого параметра.

При малой упругости системы среда−носитель
по своим свойствам мало отличается от ньютоно-
вой жидкости, так что рассматриваемый ферро-
коллоид очень похож на феррожидкость. Поэто-
му релаксация намагниченности фактически
происходит по простому экспоненциальному за-
кону с единственным временем  и различия
между кривыми K(t) приближенного и точного
решений не велики.

Как хорошо видно на графиках рис. 2, с увели-
чением упругости среды процесс магнитной ре-
лаксации замедляется. Точные решения все силь-
нее отличаются от приближенных, причем рас-
хождение кривых  становится значительным
на все более коротких временах. Очевидно, что
такое поведение указывает на возрастающее вли-
яние динамики высших (по величине ) момен-
тов функции распределения на долговременную
часть намагниченности. Действительно, напри-
мер, при  на временах, в 3–5 раз превышаю-
щих  ошибка приближенного решения оказы-
вается порядка самой измеряемой величины, а
при  уже существенно превосходит ее.

Присутствие постоянного магнитного поля
ускоряет релаксационные процессы. На рис. 3
показаны кривые релаксации поперечной намаг-
ниченности для ферроколлоидов с фиксирован-
ной упругостью при различных значениях посто-
янного поля. Здесь так же, как и выше, сплошные

;δe

Dτ

( )K t

Q

10β =
D,τ

D6t > τ

линии отвечают точному расчету, а штриховые –
приближенному, выражаемому формулой (24).
Видно, что приближение эффективного поля хо-
рошо справляется с описанием процесса релакса-
ции на малых временах, однако оно приводит к
значительной (и нарастающей со временем)
ошибке, величина которой тем больше, чем выше
упругость системы. Тем самым оказывается, что
главный недостаток приближенного расчета –
его непригодность для описания релаксации на
промежуточных и больших временах, реальный
процесс установления равновесия протекает го-
раздо медленнее.

Эффект замедления релаксации с увеличени-
ем упругости среды иллюстрирует рис. 4, где по-
казано, как зависит от параметра упругости инте-
гральное время релаксации поперечной намагни-
ченности при  рассчитанное по формуле (32).
Сплошная кривая – точный многомоментный
расчет , а штриховая – приближение эф-
фективного поля, формула (25). На рис. 4а пред-
ставлен случай  и поэтому форма штрихо-
вой линии описывается простым линейным соот-
ношением  Точный расчет
(сплошная кривая на рис. 4a) показывает, что при
малых значениях параметра упругости функция

 нелинейна. При больших значениях этого
параметра линейность зависимости восстанавли-
вается, однако наклон кривой существенно уве-
личивается (примерно в 3.6 раза) по сравнению с
результатом приближения эффективного поля.
На рис. 4б показано, как интегральное время вы-

0,ξ =

( 10)N =

1,q @

int D 1 2.τ τ = + β

( )intτ β

Рис. 2. Релаксация намагниченности изотропных си-
стем с разной упругостью дисперсной среды: β = 10 (1),
3 (2), 1 (3).
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ходит на асимптотику медленной диффузии –
превращается в  см. формулу (27), – при уве-
личении упругости в системе, вязкоупругость ко-
торой невелика 

Влияние постоянного поля на темп релакса-
ции поперечной компоненты намагниченности
ферроколлоида демонстрирует рис. 5. Видно, что
сильнее всего поле ускоряет релаксацию в систе-
мах с большой упругостью.

D,qτ

( 5).q =
ВЫВОДЫ

Предложен основанный на кинетическом
подходе метод расчета линейного отклика намаг-
ниченности вязкоупругого ферроколлоида при
наличии постоянного поля (магнитного смеще-

Рис. 3. Релаксация поперечной намагниченности в
средах с упругостью  (а) и  (б) при различ-
ных значениях величины постоянного поля ξ = 1 (1),
3 (2), 10 (3). Сплошные линии – результат точного
расчета, штриховые – приближение эффективного
поля.
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Рис. 4. Зависимость интегрального времени релакса-
ции намагниченности для ферроколлоидов: (а) с раз-
витой  и (б) со слабой ( ) вязкоупругостью
от упругости среды-носителя; постоянное поле от-
сутствует, т.е. система изотропна. Сплошные
линии – результат точного расчета, штриховые –
прилижение эффективного поля.
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ния). Вязкоупругость описывается моделью Дже-
фриса, так что броуновская феррочастица при
своем вращении, индуцированном приложен-
ным полем, рассеивает энергию через два “кана-
ла” трения. Во-первых, это обычная (ньютонова)
вязкость, доминирующая на малых временах. Во-
вторых, это запаздывающее (максвеллово) дисси-
пативное взаимодействие, которое характеризу-
ется динамической упругостью и высокой вязко-
стью; этот механизм проявляет себя на больших
временах. В нашей предыдущей работе [24] ука-
занная задача была решена приближенно: кине-
тика системы описывалась с помощью только
первой пары неравновесных моментов функции
распределения, а наличие постоянного поля
(магнитное смещение) не учитывалось. Постро-
енный в настоящей работе полный функциональ-
ный базис для неравновесной функции распреде-
ления позволил снять эти ограничения, найти
новые эффекты и оценить область применимости
приближения [24].

Прежде всего, отметим, что наличием вязко-
упругости – запаздывающим трением о среду-но-
ситель – обусловлено появление медленной мо-
ды релаксации намагниченности ферроколлоида.
Эта мода наиболее сильно выражена в системах
со значительной упругостью; она существует и в
присутствие относительно небольшого постоян-
ного поля. Однако в сильном поле, когда магнит-
ным моментам броуновских феррочастиц доступ-
на лишь узкая зона углов в направлении поля, ре-
шающую роль в релаксации намагниченности
играет быстрое, вязкое трение, отвечающее за их
мелкомасштабные ориентационные флуктуации.
Наличие медленной моды предсказывает уже
приближение эффективного поля [24], но точный
расчет радикально изменяет значение характер-
ного времени релаксации этой моды. Указанное
различие между точным и приближенным резуль-
татами иллюстрирует рис. 4а.

Экспериментальным подтверждением суще-
ствования медленной моды релаксации в ферро-
коллоидах с линейной вязкоупругостью служат
результаты работы [32]. Там при исследовании
слабых желатиновых феррогелей было обнаруже-
но, что характерное время релаксации намагни-
ченности образца быстро растет с увеличением
концентрации желатина, то есть упругости сре-
ды-носителя. При содержании желатина до 5 об. %
этот рост квазилинеен, что в качественном отно-
шении полностью согласуется с нашим расчетом –
см. сплошную кривую на рис. 4а. При дальнейшем
увеличении плотности системы рост времени
магнитной релаксации убыстряется по сравне-
нию с линейным, что, видимо, объясняется силь-
ной нелинейной зависимостью упругости гидро-
геля от концентрации желатина, однако этот слу-
чай выходит за рамки использованной модели.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Ортогонализация базисных полиномов

Рассмотрим четный K-подбазис. Ортогональ-
ность в нем определяется стандартным условием

( )2(0)
0 0

0
(2 ) (2 )i j nm n i jK n K m e e= δ Ψ

Рис. 5. Зависимость интегрального времени релакса-
ции поперечной намагниченности от поля для систем
с различной упругостью носителя: 

   расчитанная точно (а) и
в приближении эффективного поля (б).
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и осуществляется пошагово по процедуре Грама–
Шмидта (см., например, [27]). Покажем, как ра-
ботает этот алгоритм. Согласно определению,
первая базисная функция задается многочленом
первого порядка  По условию
нормировки имеем  что дает

В дальнейшем для упрощения записи будем
считать, что  Восстановление явной зависи-
мости любого ортогонального полинома от тем-
пературы тривиально. Для этого достаточно
учесть, что входящие в него слагаемые должны
иметь одинаковую размерность и 
Второй полином этого подбазиса имеет вид

 Он должен удовлетво-
рять нормировочному условию и быть ортого-
нальным первому, что после усреднения по рав-
новесному распределению дает два уравнения для
определения коэффициентов: 

 Находя их, получаем искомую
функцию  (При явном
учете температурной зависимости имеем

) Продолжая этот
процесс последовательно, получаем ортогональ-
ные многочлены все более высокого порядка.
Выпишем для справки несколько первых функ-
ций из этого набора:

(П.1)

Рассмотрим второй четный L-подбазис, опре-
деляемый формулой (7). Условие нормировки
всех его функций выполняется автоматически.
Требуя ортогональности первой базовой функ-
ции из этого набора  ко вто-

рой  приходим к уравнению
 =  ~ 

из которого следует, что  Здесь
верхний индекс ортогонального полинома указы-
вает степень дополнительной весовой функции.
В случае K-полиномов такой дополнительной
функции нет  Продолжая этот процесс,
строим последовательно ортогональные полино-
мы до любого порядка. Несколько первых из них
суть

(П.2)
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Выполняя процедуру ортогонализации для не-
четного M-подбазиса, строим последовательно
еще один ряд многочленов. Вот первые из них:

(П.3)

Непосредственной подстановкой легко убедить-
ся, что ортогональные многочлены (П.1)–(П.3)
удовлетворяют простому уравнению, которое по-
надобится в дальнейшем:

(П.4)

В заключение раздела подчеркнем, что ис-
пользованный выше алгоритм построения орто-
гональных многочленов основан на выполнении
условия

(П.5)

Заметим, что построенные выше ортогональные
многочлены связаны простым соотношением с
известными и хорошо изученными полиномами
Лагерра [27]:

Расчет изотропной части моментных уравнений
Введенные в исходную систему стохастиче-

ских уравнений (4) операторы действуют на фазо-
вые переменные следующим образом:

(П.6)

Первое уравнение из цепочки моментных урав-
нений было получены выше, см. (14). Покажем,
как находятся все остальные звенья этой цепоч-
ки. Расчет начнем с изотропной части моментных
уравнений.

Выполним усреднение уравнения для нечет-
ного момента общего вида  Рассмотрим
изотропную часть моментного уравнения, опре-
деляемую диффузионным оператором

Это выражение усредним с помощью процеду-
ры (11) вычисления сингулярной части фазовой
переменной  и аналогичной процедуры, опреде-
ляющей сингулярную часть фазовой переменной

  В результате имеем
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При записи этой формулы учтена симметрия кор-
реляционных соотношений (2) для случайных
функций. Вычислим интеграл, используя эти со-
отношения. Принимая во внимание вклад от дей-
ствия оператора  на искомый момент, получаем
уравнение

Из этой общей формулы, полагая  находим
уравнение для момента сил запаздывающего тре-
ния, которое после некоторых преобразований
приводится к виду (15).

Найдем изотропную часть уравнения для сле-
дующего  нечетного ортогонального мо-
мента 

Здесь выделена базовая функция  и учтено,
что   Группируя оставшиеся
слагаемые в соответствии с определением базис-
ных K-функций, получаем искомое уравнение
для ортогонального момента:

Действуя аналогичным образом, находим изо-
тропную часть уравнения для следующего 
ортогонального момента 
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Из вида этих уравнений становится очевидным
алгоритм построения изотропной части нечетных
ортогональных моментов любого порядка:

(П.7)

Получим выражение для изотропной части
четных моментов K-подбазиса. Действуя указан-
ным выше способом, получаем уравнение для
четного момента общего вида 

(П.8)

Используя определение K-функций, найдем изо-
тропную часть уравнений для нескольких ортого-
нальных моментов этого подбазиса:

Из этих формул легко прослеживается общий ал-
горитм построения изотропной части уравнений
для ортогональных K-моментов:

(П.9)

Для получения изотропной части уравнения
L-моментов найдем, действуя описанным выше
методом, уравнение для момента 

Уравнение для момента  получим, учи-

тывая то, что  Выполнив про-
стые преобразования, находим
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Эта формула позволяет получить изотропную
часть уравнений для ортогональных L-моментов.
Начнем с первого момента  этого подбазиса:

Для следующего момента  из
общей формулы при  получаем

Нетрудно увидеть, что алгоритм нахождения изо-
тропной части уравнений для ортогональных
L-моментов определяется формулой

(П.10)

Итак, все полученные выше уравнения (П.7),
(П.9) и (П.10) для ортогональных моментов отли-
чаются от найденных ранее в работе [22] только
наличием полевых компонент, которые обраща-
ются в ноль в отсутствие постоянного поля.

Расчет полевых компонент. 
Полная система моментных уравнений

В предыдущем разделе были по-новому, в бо-
лее общем виде по сравнению с работой [22], рас-
считаны изотропные части моментных уравне-
ний. В этом разделе показано, как постоянное
магнитное поле влияет на структуру моментных
уравнений. Важно отметить, что в рассматривае-
мом приближении все неравновесные моменты
пропорциональны слабому зондирующему полю,
и поэтому при вычислении полевых компонент
нужно учитывать только постоянное поле, т.е. в
формулах (П.6) следует считать 

Начнем с расчета полевой компоненты нечет-
ных ортогональных моментов. Используя опре-
деление (7) функций M-подбазиса и учитывая
действие оператора  на фазовые переменные,
получаем
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(П.11)

Первое слагаемое в этом выражении – нечетное
по фазовой переменной  а остальные – четные.
При усреднении с распределением (8) нечетная
составляющая этого выражения будет пропорци-
ональна нечетным моментам, а четная часть соот-
ветственно выразится через четные моменты.
Вычислим сначала первое слагаемое из (П.11)

Здесь векторные произведения записаны с помо-
щью антисимметричного тензора Леви−Чивита [27]
и учтено, что 

Используя связь (10) неравновесной амплиту-
ды с моментом, получаем искомое выражение
в виде

(П.12)

Перенесем это выражение в левую часть уравне-
ния для нечетного момента и объединим его с
диффузионной частью скорости релаксации
этого момента. В результате, учитывая, что

 имеем

(П.13)

В это выражение не входит номер момента, по-
этому зависящая от температуры диагональная
часть релаксационной матрицы для всех нечет-
ных моментов одинакова.

Четные по переменной  слагаемые в формуле
(П.11) выражаются через ортогональные четные
моменты. Найдем сначала K-компоненту, кото-
рая определяется формулой
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Первое слагаемое в этом выражении легко вычис-
ляется при учете свойства (П.5) ортогональных

полиномов  Второе

слагаемое удобно преобразовать с помощью соот-
ношения (П.4), в результате матричный элемент,
стоящий под знаком суммы, принимает вид

При получении этой формулы проводилось
усреднение по переменной  и использовалось
свойство ортогональных полиномов (П.5). С по-
мощью этого выражения и с учетом формулы (10)
для амплитуды  находим K-составляющую
полевой компоненты уравнения для нечетного
момента:

(П.14)

Для расчета L-составляющей необходимо найти
следующий матричный элемент

Анизотропную часть этого выражения найдем,
используя тензорное представление векторного
произведения и учитывая изотропию основного
состояния по переменной :

Явный вид L-составляющей полевой компонен-
ты уравнения для нечетного момента теперь лег-
ко вычислить. В результате получаем
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С учетом всех полученных выше составляющих
полевой компоненты и изотропных слагаемых
уравнение для ортогональных нечетных момен-
тов принимает форму

(П.15)

Перейдем к расчету полевой компоненты
уравнения для четного K-момента. Сначала най-
дем диагональный матричный элемент

В силу взаимной ортогональности подбазисов
L-составляющая полевой компоненты уравне-
ния для K-момента равна нулю. Для нахождения
M-составляющей уравнения вычисляем соответ-
ствующий матричный элемент

Используя полученные выше матричные элемен-
ты, усредним полевую часть уравнения (П.9) по
неравновесному распределению (8). В результате
получим полное уравнение для ортогонального
K-момента:

(П.16)

( )

(2)
(4)

2
= 0,1,.. 0

2
2 2

ˆ (2 1)

( 1) ( , ) 2

( )
4 (2 2) ,

 ( ) (3 1) .
3 7

L
i

m
j n j z i

n

ij
j

ij ij
ij

M m

c n t L M M

A L
m L m

P P
A c

c c

⊥

+ =

∂Ψ= − Ψ =
∂

= − +
ξ

 
= − −  + − 



H

Q

L
�

( )( )

( )

( )
( )

N

D

D

(2 1) ( ) (2 1)
2(2 2) (2 2)
3

2 3 ( , ) (2 )
3
( , ) (2 ) , 0,

1( , ) ( ) ,
2

( , ) 2 ( ) .

t ij ij j

i i

ij j

ij j

ij ij ij

ij ij ij

m M m

L m K m

m K m

m L m m

A

A

∂ + + γ δ + γ + =

= γ + − + +

++ γ −

− γ ≥

γ = γ δ −

γ = γ δ −

M

M K

M L

M K K

M L L

�

( ) ( )
0

2(0) (0) (0)

0 0

ˆ(2 ) (2 )

( ) .

j i

n j m i nm n ij

K n K m

e A

=

= Ψ Ψ × × = δ Ψ

H

e k e

( )

0
(0)

(2)
2

0
22(2)

, 1
0

ˆ(2 1) (2 )

2

2 .
3

j i

m
n j z i

n m n ij

M n K m

M M e

m A−

+ =

∂Ψ= − Ψ =
∂

= − δ Ψ

H

Q

Q

( )( )

( )
( )

N

D

D

2 ( ) (2 )
(2 1) ( , ) (2 1) ,

1( ) ( ) ,
2

( , ) ( ) , 1 .  

t ij ij j

i ij i

ij ij ij

ij ij ij

m K m
M m m M m

A

A m

∂ + γ δ + γ =
= γ + − γ −

γ = γ δ −

γ = γ δ + ≥

K
K M

K K

K M M

�



КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 82  № 2  2020

МАГНИТНАЯ РЕЛАКСАЦИЯ 221

Осталось найти полевую часть уравнения для чет-
ного L-момента. Получим сначала диагональный
матричный элемент:

Взаимная ортогональность подбазисов приво-
дит к тому, что K-составляющая полевой части
уравнения для L-момента равна нулю. Послед-
ний необходимый для нашего расчета матричный
элемент есть

Выполняя усреднение анизотропной части этого
выражения и учитывая свойства (П.4) и (П.5) ор-
тогональных базисных полиномов, имеем

С помощью полученных выражений для мат-
ричных элементов выполним усреднение поле-
вой части уравнения (П.10). В итоге имеем урав-
нение для четных ортогональных L-моментов в
виде

(П.17)

Подведем итог. Получена полная система мо-
ментных уравнений (П.15)–(П.17), описывающая
влияние слабого зондирующего поля на намагни-
ченность вязкоупругого магнитного коллоида,
находящегося в постоянном магнитном поле.
Важно отметить, что наведенная полем анизотро-
пия системы не повлияла на структуру зацепле-
ния моментных уравнений – она осталась такой
же, как и в изотропном случае [22]. Так, оказа-
лось, что в уравнение для любого момента входят
лишь “соседние” моменты, отличающиеся от
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данного на единицу по степени величины  в сто-
рону увеличения и уменьшения. Наличие посто-
янного магнитного поля привело к тому, что
часть коэффициентов в моментных уравнениях
превратилась в матрицы. Такой перенормировке
подверглись все “диагональные” части уравне-
ний. При этом оказалось, что такая “диагональ-
ная” перенормировка не зависит от порядка мо-
мента и полностью определяется его принадлеж-
ностью к тому или иному подбазису. Кроме того,
наведенная полем анизотропия системы привела
к перенормировке тех частей моментных уравне-
ний, что зависят от моментов, на единицу мень-
ших. Как показал расчет, анизотропия всех мо-
ментных уравнений полностью определяется
набором из четырех симметричных матриц

 которые удовлетворяют
простым соотношениям

(П.18)

Убедиться в справедливости этих формул можно
прямым расчетом.

Отметим еще одно важное свойство получен-
ной системы уравнений: зондирующее поле при-
сутствует только в двух первых уравнениях беско-
нечной цепочки моментных уравнений – точно
так же, как и в случае изотропной системы [22].
Это свойство, наряду с условиями симметрии
(П.18) и фактом зацепления уравнений только с
“соседними” по четности моментами, служит до-
казательством правильности сделанного выбора
функционального базиса.
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