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Работа посвящена применению метода Хилла для расчета химического потенциала молекулы в од-
нокомпонентной однородной молекулярной системе в рамках компьютерного моделирования.
Данный метод основан на двойном интегрировании молекулярных радиальных функций распреде-
ления, зависящих от дополнительного параметра, который регулирует силу взаимодействия между
частицами. Результаты вычисления химического потенциала молекулы аргона методом Хилла срав-
ниваются с результатами, полученными нами при помощи двух других методов расчета химическо-
го потенциала: метода вставки пробной частицы Видома и метода расширенного ансамбля с ис-
пользованием алгоритма Ванга–Ландау.
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ВВЕДЕНИЕ
Для вычисления химического потенциала при

помощи молекулярного моделирования обычно
используются хорошо апробированные специа-
лизированные методы, например, метод Видома [1],
метод термодинамического интегрирования [2],
метод расширенного ансамбля [3] и т.д. В книге
Хилла [4] по статистической механике описан ме-
тод вычисления химического потенциала одно-
компонентной жидкости или газа, основанный
на двойном интегрировании радиальных функ-
ций распределения, зависящих от дополнитель-
ного параметра, который регулирует силу взаи-
модействия между частицами. По-видимому,
этот метод тесно связан с работой Кирквуда [5],
опубликованной в 1935 году. Помимо моногра-
фии Хилла, подробное описание метода изложе-
но в книге Маккварри по статистической меха-
нике [6], а окончательная формула для химиче-
ского потенциала приведена в книге Аллена и
Тилдесли [7], посвященной компьютерному мо-
делированию. Отметим также, что метод Хилла
может рассматриваться как частный случай мето-
да термодинамического интегрирования, широко
применяемого в молекулярном моделировании
для вычисления разности свободных энергий.

Одно из преимуществ метода, описанного
Хиллом, заключается в том, что радиальные
функции распределения молекул, на основе ко-

торых вычисляется химический потенциал, могут
быть стандартным образом получены при помо-
щи молекулярного моделирования в рамках как
метода Монте-Карло, так и метода молекулярной
динамики. Целью нашей работы является разра-
ботка вычислительной процедуры, реализующей
метод Хилла, и ее апробация на системе, состоя-
щей из молекул аргона. При этом результаты рас-
четов сравниваются с результатами, полученны-
ми нами при помощи как метода Видома, так и
комбинированного подхода, включающего в себя
метод расширенного ансамбля, алгоритм Ванга–
Ландау и метод молекулярной динамики.

1. МОДЕЛИ И МЕТОДЫ

1.1. Метод Хилла

Рассмотрим метод вычисления химического
потенциала однокомпонентной молекулярной
системы в объемной фазе, следуя книге Хилла [4].
Будем рассматривать классическую систему, со-
стоящую из  одинаковых молекул, находящую-
ся в объеме  при температуре T. Гамильтониан
такой системы имеет вид
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Здесь векторы  – импульсы молекул,
– масса молекулы,  есть полная по-

тенциальная энергия взаимодействия молекул
жидкости, положения которых задаются радиус-
векторами 

Статистическая сумма  канонического ан-
самбля для рассматриваемой системы имеет вид

(2)

Произведя интегрирование по импульсам, полу-
чаем  где  – длина

волны де Бройля,  – конфи-
гурационный интеграл. По статистической сумме 
находим свободную энергию  в виде

(3)

Представим химический потенциал  молекул
в системе как

(4)

Используя выражение (3), химический потенци-
ал можно записать как

(5)

где  – конфигурационный интеграл системы
 частиц.
Введем параметр включения взаимодействия

 для первой молекулы (назовем ее “осо-
бенной”). Параметр ξ определяет степень взаи-
модействия “особенной” молекулы с остальными
молекулами, на него умножается соответствую-
щий межмолекулярный потенциал взаимодей-
ствия. Тогда потенциальную энергию взаимодей-
ствия можно записать в виде суммы двух вкладов:
энергии взаимодействия первой молекулы со все-
ми остальными и энергии взаимодействия остав-
шихся  молекул друг с другом,
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действует ни с одной из остальных  моле-
кул (хотя взаимодействие между остальными

 молекулами полностью включено) и

Отношение конфигурационных интегралов в
выражении (5) можно выразить через параметр
включения взаимодействия. Имеем
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Комбинируя (5), (10) и (13), получаем финальное
выражение для химического потенциала в методе
Хилла:

(17)

Видим, что для практического вычисления хи-
мического потенциала с использованием форму-
лы (17) необходимо получить набор радиальных
функций распределения “обычных” частиц отно-
сительно “особенной” частицы при различных
значениях параметра включения взаимодействий ,
что может быть сделано при помощи методов мо-
лекулярного моделирования, таких как метод мо-
лекулярной динамики и метод Монте-Карло.

Отметим, что метод Хилла также может рас-
сматриваться как частный случай метода термо-
динамического интегрирования для молекуляр-
ной системы в объемной фазе. Приведем фи-
нальную формулу этого метода для вычисления
разности свободных энергий двух состояний си-
стемы, различающихся значением параметра  [2]:

(18)

Для случая, рассмотренного выше, разность
 и есть избыточный химиче-

ский потенциал молекулы. Частная производная,
стоящая под интегралом в (18), вычисляется ана-
литически (см. формулу (6)). Таким образом, под

интегралом в формуле (18) будет стоять ,
т.е. средняя энергия взаимодействия первой
молекулы со всеми остальными молекулами,
которая может быть выражена стандартным об-
разом через интеграл по  от  как

 Следовательно, из форму-

лы (18) в методе термодинамического интегри-
рования следует формула (17) для химического
потенциала в методе Хилла.

1.2. Метод Видома
Эффективным и сравнительно простым в реа-

лизации в рамках молекулярного моделирования
является метод вычисления химического потен-
циала при помощи вставки пробной частицы,
предложенный Видомом [1]. Следуя [2], рассмот-
рим систему из  взаимодействующих частиц.
Как и в предыдущем разделе, потенциальная
энергия системы равна сумме энергий парных
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Перепишем (19a) в виде суммы
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где  – химический потенциал иде-

ального газа и μex – избыточный химический по-
тенциал. Введем разность  по-
тенциальных энергий системы из  частицы и
системы из  частиц (очевидно, это энергия вза-
имодействия (N + 1)-ой частицы с остальными).
Тогда с учетом (19а) можно записать избыточный
химический потенциал как

(20)

где  обозначает усреднение функции

 в каноническом ансамбле по конфигу-
рационному пространству системы из  частиц.

Процедура вычисления μex выглядит следую-
щим образом: в процессе моделирования системы
при помощи стандартного метода Монте-Карло в
каноническом ансамбле [8] раз в несколько шагов
генерируется случайная координата (N + 1)-ой
частицы и вычисляется значение 
Усредняя последнюю величину по всем генери-
руемым пробным положениям частицы, получа-
ем среднее значение больцмановского фактора,
связанного со вставкой дополнительной частицы
в систему.

1.3. Метод расширенного ансамбля
Метод расширенного ансамбля [3] – это уни-

версальный и эффективный метод Монте-Карло,
позволяющий вычислять разность свободных
энергий (и, разумеется, химический потенциал).
Метод основан на построении статистического
ансамбля в виде набора стандартных (например,
канонических) ансамблей, так называемых по-
дансамблей. Подансамбли различаются значени-
ями макропараметра, который носит название
параметра расширения. Наибольшее и наимень-
шее значения параметра расширения соответ-
ствуют состояниям системы, разность свободных
энергий которых требуется вычислить. В процес-
се моделирования производятся шаги Монте-
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самбля по стандартным правилам и переход из
одного подансамбля в другой. Вероятности пере-
хода из одного подансамбля в другой модифици-
руются при помощи так называемых балансиро-
вочных параметров с целью повышения эффек-
тивности вычислений. Зная балансировочные
параметры и вероятности посещения подансам-
блей, можно получить разность свободных энер-
гий между последними.

Задача расчета химического потенциала тесно
связана с вычислением свободной энергии, по-
скольку химический потенциал представляет со-
бой изменение свободной энергии, возникающее
при добавлении дополнительной частицы в си-
стему при фиксированных объеме и температуре.

Следуя работе [9], рассмотрим систему из
 частиц, где N частиц являются “обычны-

ми”, а одна частица – “особенной”. Для “особен-
ной” частицы вводится параметр включения вза-
имодействия  (дискретный аналог континуаль-
ного параметра  в методе Хилла), который
принимает дискретные значения, распределен-
ные между 0 и 1, и регулирует силу взаимодей-
ствия “особенной” частицы с “обычными”. В на-
шем случае параметр включения взаимодействия
играет роль параметра расширения, т.е. подан-
самбли различаются значением параметра 
Пусть  пробегает значения от 0 до M, тогда рас-
ширенный ансамбль будет состоять из  по-
дансамблей. C учетом введенных ранее обозначе-
ний запишем статсумму -го подансамбля, сразу
проведя интегрирование по импульсу (N + 1)-ой
частицы:

(21)

Статистическая сумма расширенного ансам-
бля может быть определена как

(22)

где величины  – это балансировочные парамет-
ры, выбрав значения которых оптимальным об-
разом, можно добиться достаточно равномерного
посещения всех подансамблей, включая “край-
ние” подансамбли с номерами 0 и 1, разность сво-
бодных энергий которых и требуется найти.
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относится со статистической суммой  систе-
мы из  частиц как

(23)

M-й ансамбль с  соответствует системе с
-ой обычной частицей, его статистическая

сумма равна

(24)
В расширенном каноническом ансамбле про-

изводятся два типа шагов: перемещение частиц
согласно стандартному алгоритму Метрополиса [8]
и выбор подансамбля. Вероятность выбора по-
дансамбля  удовлетворяет условию

(25)

С учетом (25) получаем следующее выражение
для химического потенциала:

(26)

Согласно (19б) и (26) избыточный химический
потенциал μex равен

(27)

Как уже было сказано, оптимальный подбор
балансировочных параметров  играет важную
роль при проведении расчетов методом расши-
ренного ансамбля. Алгоритм Ванга–Ландау,
предложенный в работе [10], позволяет автомати-
зировать настройку балансировочных парамет-
ров в рамках итерационной процедуры, проводи-
мой в процессе моделирования [11].

2. ДЕТАЛИ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
И РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В качестве исследуемой системы была выбра-
на система, состоящая из молекул аргона, взаи-
модействия между которыми традиционно опи-
сываются потенциалом Леннард-Джонса [12]:

(28)

Значения параметров потенциала Леннард-
Джонса были выбраны аналогично работе [9]:

 Å,  кДж/моль. Моделирование

( )Q N
N

( ) ( )

( )

0 3 3

1 1 1 3
=0

1
2 1 !

( )... ... ... .
1

N

N

M
H kT

N N
m

Q
N

Q N Ve d d d d
N

−
+

= ×
π + Λ

× =
+ Λ  p p r r

�

1Mξ =
( 1)N +

( 1).MQ Q N≡ +

mp

0 0

0

3

0 0
3

( ( 1) ( ))

( 1) ( 1)
( )

( 1) .

M M

M

M M

F N F N kT

p Q N Q Ne e
p Q Q N V

N e
V

η −η η −η

− + − +η −η

+ + Λ= = =

+ Λ=

( ) 3

0
0

1
ln ln .M

M
NpkT

p V

 + Λμ = − + η − η + 
 

ex 0
0

ln .M
M

pkT
p

 μ = − + η − η 
 

mη

( ) ( ) ( )12 6

4 .u r
r r

 σ σ= ε − 
 

3.41σ = 0.9939ε =



КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 82  № 6  2020

ВЫЧИСЛЕНИЕ ХИМИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА МОЛЕКУЛЫ 665

всеми рассмотренными методами проводилось в
каноническом ансамбле при температуре T =
= 239.6 K и числе частиц N = 1000 (из которых 999
были “обычными” частицами, а одна – “особен-
ной”). Использовалась кубическая ячейка с пери-
одическими граничными условиями. Ребро ячей-
ки имело следующие значения длины L: 67.28,
44.84, 40.92 и 39.55 Å. Рассмотренные термодина-
мические параметры соответствуют газовой фазе.

При моделировании с использованием мето-
дов Хилла и Видома использовался как стандарт-
ный потенциал Леннард-Джонса, так и его моди-
фицированный вариант: на расстояниях между
молекулами, меньших , потенциал Лен-
нард-Джонса был заменен параболической зави-
симостью , где параметры a и b удо-
влетворяют системе уравнений

(29)

 – значение производной от потенциала
Леннард-Джонса в точке , а  – значение
производной от параболы в этой же точке. Решая
систему (29), получаем следующие значения па-
раметров:  

На рис. 1 представлены радиальные функции
распределения “обычных” молекул аргона отно-
сительно “особенной” молекулы для пяти значе-
ний параметра , полученные в рамках расчетов
по методу Хилла. При полном включении взаи-
модействия “особенной” молекулы с остальными
молекулами (что соответствует ) наблюдает-
ся обычная радиальная функция распределения
для молекулы аргона в объемной фазе при задан-
ной плотности. При уменьшении параметра 
взаимодействие между “особой” молекулой и
остальными  молекулами постепенно
ослабевает, и радиальная функция распределения
начинает стремиться к единице во всем диапазо-
не значений r, как и должно быть для молекулы,
не взаимодействующей с окружением.

Мы проверили, что радиальные функции рас-
пределения для систем, в которых молекулы ар-
гона взаимодействуют со стандартным и модифи-
цированным потенциалами Леннард-Джонса,
практически совпадают. Это дает возможность
использовать при расчетах по методу Хилла моди-
фицированный потенциал взаимодействия. Пре-
имущество такого подхода состоит в том, что при
стремлении параметра  к 0 “особенная” частица
в системе, моделируемой с модифицированным
потенциалом Леннард-Джонса, быстрее “превра-
щается” в частицу идеального газа, чем в случае
стандартного потенциала Леннард-Джонса. Та-
ким образом, нет необходимости рассматривать
слишком малые значения параметра 
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В расчетах по методу Хилла радиальные
функции распределения g(r, ξ) вычислялись при
14 различных значениях параметра , для боль-
шинства расчетов был выбран следующий набор
значений: 0.00025, 0.00075, 0.00325, 0.00775, 0.015,
0.03, 0.05, 0.07, 0.09, 0.15, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9.

Для расчета химического потенциала метода-
ми Хилла и Видома нами были написаны
собственные компьютерные программы; расчеты
методом расширенного ансамбля проводились с
помощью программного пакета MDynaMix
v.5.2.8 [13], в котором реализован метод расши-
ренного ансамбля с автоматической настройкой
балансировочных параметров [11] при помощи
алгоритма Ванга–Ландау.

При расчетах методом молекулярной динами-
ки с использованием расширенного по числу ча-
стиц ансамбля для контроля температуры ис-
пользовался термостат Нозе [14]. Шаг по времени
составлял 2 фс. Леннард-джонсовские взаимо-
действия обрезались на расстояниях, больших
половины длины ребра ячейки моделирования.
Такой большой радиус обрезания в методе рас-
ширенного ансамбля был выбран для того, чтобы
привести в соответствие расчеты разными мето-
дами, поскольку при использовании методов
Хилла и Видома учитывались взаимодействия

ξ

Рис. 1. Радиальные функции распределения g(r, ξ)
“обычных” молекул аргона относительно “особен-
ной” молекулы для системы, моделируемой с потен-
циалом Леннард-Джонса в ячейке с длиной ребра
L = 40.92 Å, при ξ = 1, 0.00375, 2.5E-5, 3.125E-6, 0.

–0.2
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всех частиц в ячейке моделирования и их
ближайших образов, т.е. радиус обрезания не вво-
дился. Расширенный ансамбль в наших расчетах
состоял из 35 подансамблей. Попытка перехода
между подансамблями совершалась один раз в 10
шагов. Для настройки балансировочных пара-
метров было совершено 12 итераций в рамках ал-
горитма Ванга–Ландау. После завершения на-
стройки балансировочных параметров их значе-
ния оставались неизменными до конца
моделирования.

В табл. 1 представлены результаты вычисления
нами избыточного химического потенциала. Ре-
зультаты, полученные с помощью метода Хилла
для модифицированного и стандартного потен-
циалов Леннард-Джонса, сравнивались со значе-
ниями избыточного химического потенциала,
полученными по методу Видома, а также с ре-
зультатами метода расширенного ансамбля. Рас-
чет по методу Хилла включал от 35 до 55 млн ша-
гов для получения каждой из радиальных функ-
ций распределения. Расчет методом Видома
состоял из 20 млн. шагов, расчет методом расши-
ренного ансамбля – из 8–20 млн. шагов. В методе
Хилла и Видома отбрасывались первые 200 тыс. ша-
гов, в методе расширенного ансамбля – первые
100 тыс. шагов.

По приведенным в табл. 1 данным можно сде-
лать вывод, что значения избыточного химиче-
ского потенциала, полученные с использованием
стандартного и модифицированного потенциа-
лов Леннард-Джонса методами Видома и Хилла,
в целом, согласуются между собой. Результаты
метода расширенного ансамбля согласуются с ре-
зультатами метода Видома в пределах погрешно-
сти при большинстве рассмотренных концентра-
ций. Различия в результатах, полученных метода-
ми Видома, Хилла и расширенного ансамбля,
могут быть связаны с разными использованными
процедурами обрезания леннард-джонсовских
взаимодействий, с недостаточно подробным раз-
биением интервала интегрирования по параметру ξ

в методе Хилла и со статистическими погрешно-
стями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе приведен обзор трех методов вычис-
ления химического потенциала, в том или ином
виде использующих вставку дополнительной мо-
лекулы в систему – методов Хилла, Видома и рас-
ширенного ансамбля с использованием алгорит-
ма Ванга–Ландау. Предложена и опробована на
системе, состоящей из молекул аргона, вычисли-
тельная процедура, реализующая метод Хилла.
Для реализации методов Хилла и Видома нами
были написаны собственные программы. Для
расчетов по методу расширенного ансамбля ис-
пользовался программный пакет MDynaMix
v.5.2.8.

Результаты, полученные с использованием ме-
тода Хилла, сравнивались с результатами, полу-
ченными при помощи методов Видома и расши-
ренного ансамбля. Значения избыточного хими-
ческого потенциала, в целом, согласуются между
собой, тем не менее, желательно проведение до-
полнительных расчетов при других значениях
плотности и температуры. Также необходимо до-
полнительное исследование по поиску оптималь-
ного разбиения интервала интегрирования по па-
раметру ξ включения взаимодействий для повы-
шения эффективности вычислений.

Привлекательной стороной использования
метода Хилла в рамках молекулярного моделиро-
вания является то, что необходимые для вычисле-
ния химического потенциала радиальные функ-
ции распределения могут быть получены при по-
мощи как метода Монте-Карло, так и метода
молекулярной динамики, в том числе и с помо-
щью существующих в настоящее время много-
численных программных пакетов без необходи-
мости их модификации. Радиальные функции
распределения для разных значений параметра ξ
могут быть рассчитаны независимо друг от друга.

Таблица 1. Избыточный химический потенциал μex, полученный при помощи методов Хилла, Видома и расши-
ренного ансамбля для стандартного и модифицированного потенциала Леннард-Джонса. L – длина ребра ячейки
моделирования

L, Å

μex, кДж/моль

метод 
расширенного 

ансамбля

метод Видома
для стандартного 

потенциала
Леннард-Джонса

метод Видома 
для модифицированного 

потенциала 
Леннард-Джонса

метод Хилла 
для стандартного 

потенциала
Леннард-Джонса

метод Хилла 
для модифицированного 

потенциала 
Леннард-Джонса

67.28 0.546 ± 0.143 –0.596 –0.576 –0.622
44.84 0.725 ± 0.131 –0.831 –0.803 –0.843 –0.816
40.92 0.289 ± 0.082 0.104 0.095 0.061 0.076
39.55 1.093 ± 0.097 0.869 0.900 0.806
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К примеру, вычисления для разных значений ξ
могут быть выполнены на разных ядрах одного и
того же процессора без необходимости взаимо-
действия и синхронизации между этими процес-
сами, что дает хорошие возможности для эффек-
тивных параллельных вычислений.

Полагаем, что метод Хилла может быть приме-
нен для нахождения химического потенциала мо-
лекулы, состоящей из нескольких атомов, напри-
мер молекулы воды, путем перехода к огрублен-
ной модели с центральным межмолекулярным
потенциалом взаимодействия [15]. Отметим так-
же, что метод Хилла может быть расширен на
многокомпонентные системы и использоваться
для расчета химического потенциала молекулы в
смеси.
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