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В рамках термодинамики неравновесных процессов, на основе предложенной автором ранее ячееч-
ной модели заряженной мембраны, вычислены электродиффузионный коэффициент и диффузи-
онная проницаемость ионообменной мембраны, рассматриваемые как кинетические коэффициенты
матрицы Онзагера. Предполагается, что мембрана состоит из упорядоченной совокупности пори-
стых заряженных частиц сферической формы, помещенных в сферические оболочки, заполненные
раствором бинарного электролита. Аналитически решены краевые задачи для определения диффу-
зионной проницаемости и электродиффузионного коэффициента такой мембраны в случае гра-
ничного условия Кувабары на поверхности ячейки. Рассмотрение ведется в рамках малого отклоне-
ния параметров системы от их равновесных значений при наложении внешних полей. Исследованы
различные частные случаи полученных точных аналитических формул, в том числе бинарного сим-
метричного электролита и идеально селективной мембраны. Показано, что электродиффузионный
коэффициент катионообменной мембраны, который определяет плотность диффузионного тока
при заданном перепаде концентрации электролита или плотность потока соли при заданном пере-
паде электрического потенциала, с увеличением концентрации электролита может, как и удельная
электропроводность, монотонно расти от нуля (с точкой перегиба графика или без нее), а может и
уменьшаться, достигая максимума при невысоких концентрациях электролита. Поведение инте-
грального коэффициента диффузионной проницаемости (при отсутствии тока) с ростом концен-
трации электролита зависит от соотношения между физико-химическими и геометрическими па-
раметрами системы и может варьироваться от монотонного роста или монотонного падения во всем
диапазоне концентраций до экстремальной зависимости с достижением максимума или минимума.
Такое поведение находит свое подтверждение в экспериментах.

DOI: 10.31857/S002329122103006X

ВВЕДЕНИЕ
Для исследования концентрированных дис-

персных систем, в том числе мембран, широко и
эффективно применяется ячеечный метод, по-
дробно изложенный Хаппелем и Бреннером в их
известной монографии [1]. Ячеечная модель, на-
пример, ионообменной мембраны предполагает,
в частности, замену реальной системы хаотиче-
ски расположенных зерен ионита периодической
решеткой одинаковых пористых заряженных
сфер, заключенных в концентрические сфериче-
ские оболочки, заполненные электролитом и об-
разующие пористый слой. В ячеечном методе
воздействие соседних частиц учитывается с по-
мощью задания специальных граничных условий
на поверхности жидкой оболочки. При этом
предполагается, что градиенты действующих на

пористый слой внешних сил совпадают с локаль-
ными градиентами на ячейке. Преимущество
описанного подхода состоит в том, что все входя-
щие в уравнения переноса через пористый слой
величины – термодинамические потоки и силы –
можно непосредственно измерить в эксперимен-
тах. В работе [2] была построена ячеечная модель
ионообменной мембраны, поставлена и решена в
общем виде задача нахождения кинетических ко-
эффициентов, а также впервые получена точная
алгебраическая формула для гидродинамической
проницаемости  заряженной мембраны. В ра-
боте [3] c помощью разработанной в [2] модели
были определены электроосмотическая прони-
цаемость и удельная электропроводность катио-
нообменной мембраны. В работах [4, 5] ячеечная
модель была успешно верифицирована на приме-
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ре экспериментальных данных, полученных для
литой перфторированной мембраны МФ-4СК
и ее модификаций нанотрубками галлуазита,
функционализированными наночастицами пла-
тины и железа, в водных растворах HCl, а также
для экструзионной мембраны МФ-4СК и ряда
1 : 1-электролитов (HCl, NaCl, KCl, LiCl, CsCl).
Для определения физико-химических и геомет-
рических параметров модели были созданы спе-
циальный алгоритм и программа в вычислитель-
ной среде Mathematica® для одновременной оп-
тимизации по экспериментальным зависимостям
удельной электропроводности и электроосмоти-
ческой проницаемости.

В данном исследовании в качестве независи-
мых термодинамических сил, задаваемых в про-
цессе проведения эксперимента, выберем гради-
енты давления, электрического потенциала и хи-
мического потенциала  + 
соответственно:  ≈  
≈   ≈ 
Здесь  – эквивалентная концентрация равно-
весного с мембраной электролита, μ0 – стандарт-
ный химический потенциал, h – толщина мем-
браны,  – универсальная газовая постоянная,

– абсолютная температура, а индексы “1” и “2”
указывают на левую и правую стороны мембра-
ны, находящейся в измерительной ячейке, запол-
ненной раствором бинарного электролита (рис. 1).
Для корректного вывода формул для кинетиче-
ских коэффициентов, связанных с наличием пе-
репада концентрации на мембране, в отличие
от работ [2–5], вместо градиента концентрации

( ) 0Cμ = μ ( )0ln ,RT C C

1 pΦ = ∇ ( )20 10 ,p p h− 2Φ = ∇ϕ ≈
( )20 10 ,hϕ − ϕ ( )3 CΦ = ∇μ ( ) ( )20 10 0 .RT C C C h−

0C

R
T

здесь используется градиент химического потен-
циала.

В качестве зависимых термодинамических па-
раметров, определяемых в эксперименте, возь-
мем плотности потоков:  – растворителя (воды,
например),  – подвижных зарядов (плотность
электрического тока),  – растворенного веще-
ства (плотность диффузионного потока электро-
лита). Тогда феноменологические транспортные
уравнения в случае изотермических процессов
могут быть записаны в виде следующей системы
уравнений:

(1)

В соответствии с теоремой взаимности Онза-
гера, матрица кинетических коэффициентов яв-
ляется симметричной:  Здесь мы
будем обсуждать вычисление коэффициентов
электродиффузии  и диффузионной проница-
емости  ионообменной мембраны, которые
могут быть найдены по формулам, вытекающим
из (1):

(2a)

(2б)

Соотношения (2) означают, что корректное изме-
рение коэффициентов  и  возможно только
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Рис. 1. Мембранная ячейка для исследования неравновесных процессов: 1 и 2 – отдающая и принимающая камеры,
3 – мембрана.
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при отсутствии перепадов давления и электри-
ческого потенциала и заданном постоянном
перепаде химического потенциала  ≈
≈  на мембране.

ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Будем моделировать заряженную мембрану
периодической решеткой пористых заряженных
сферических частиц одного и того же радиуса a,
заключенных в жидкие сферические оболочки
радиуса b, который выбирается таким образом,
чтобы отношение объема частицы к объему ячей-
ки равнялось объемной доле частиц в дисперсной
системе:

(3)

где  – макроскопическая пористость, завися-
щая от способа упаковки пористых частиц в заря-
женном слое (мембране), см. рис. 2.

Математическая постановка задачи дана в ра-
боте [2] и здесь для краткости не повторяется.
Обозначения переменных и параметров полно-
стью совпадают с таковыми в [2]. Движение не-
сжимаемой жидкости (электролита) во внешней
области  описывается векторным диф-
ференциальным уравнением Стокса при малых
числах Рейнольдса (“ползущее течение”), допол-
ненным пространственной электрической силой.
Движение жидкости во внутренней области

 подчиняется векторному дифферен-
циальному уравнению Бринкмана [6], осложнен-
ному такой же пространственной электрической
силой. Традиционно “жидкость Бринкмана”
предполагается несжимаемой [7]. Электрический
потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона
внутри и вне частиц, а для плотности потоков

20 10μ − μ
consth∇μ =

( )33
01 ,a b mγ = = −

0m

( )a r b< <

( )0 r a≤ <

ионов используется представление Нернста–
Планка. При этом в системе отсутствуют источ-
ники и стоки зарядов, а задача рассматривается в
стационарной постановке. Пусть, как и ранее [2],
–  – объемная плотность фиксированного заря-
да пористого скелета. Для определенности при-
мем заряд частицы отрицательным (моделируем
катионообменную мембрану), тогда  Для
удобства анализа используем те же безразмерные
переменные и величины, что и в [2]:

(4)

где  – характерная толщина фильтра-
ционного слоя (радиус Бринкмана),  – мас-

штаб коэффициентов диффузии,  –

дебаевский радиус, Pe – число Пекле,  – по-
стоянная Фарадея. В дальнейшем тильда над
безразмерными переменными будет для удобства
опущена. Предполагая дебаевский радиус исчеза-
ющее малым по сравнению с радиусом частицы,
наличие двойных электрических слоев (ДЭС) эф-
фективно заменим скачками электрического по-
тенциала и концентраций ионов при переходе
через геометрическую межфазную границу 
[2, 3]. При отсутствии внешних сил  
каждая ячейка мембраны находится в состоянии
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Рис. 2. Единичная ячейка мембраны: o – внешняя область (раствор электролита), i – внутренняя область (заряженная
пористая частица).
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равновесия с окружающим ее покоящимся рас-
твором электролита, т.е. скорости, давление и
плотности потоков ионов в этом состоянии рав-
ны нулю. При этом в системе устанавливаются
равновесные распределения концентраций ионов

  и электрического потенциала   Зада-
ча нахождения равновесных концентраций и по-
тенциала была решена нами ранее (см. формулы
(28)–(32) в [2]). Предполагая, что наложение
внешнего поля приводит к малому отклонению
искомых функций от их равновесных значений, и
линеаризуя все уравнения и граничные условия
краевой задачи на ячейке по этим малым откло-
нениям (имеют нижний индекс 1), приходим к
справедливым всюду в ячейке уравнениям Ла-
пласа для неизвестных потенциала и эквивалент-
ной неравновесной концентрации электролита

 [2]:

(5)
Общее решение уравнений (5) представлено

в работе [2]:

(6)

(7)

где константы интегрирования    
подлежат определению из граничных условий.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ЭЛЕКТРОДИФФУЗИОННОГО 

КОЭФФИЦИЕНТА
Сформулируем сначала граничные условия на

единичной ячейке для этой краевой задачи. Ли-
неаризация условий равенства электрохимиче-
ских потенциалов ионов на межфазной границе
позволяет записать [2, 3]:

(8)

где

(9)

а  – коэффициенты равновесного распределе-
ния ионов в зерне ионита (геле),  – равновес-
ный безразмерный электрический потенциал в нем,
который находится из уравнения  [2].

На межфазной границе  должны выпол-
няться условия равенства радиальных составляю-
щих потоков ионов, которые приводят к следую-
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щей системе уравнений относительно неизвест-
ных констант (см. (43а) в [2]):

(10)

Здесь, с учетом вида общего решения для ради-
альной компоненты скорости  обозначено

(11)

Ячеечный градиент давления  был ранее

определен как  где  – объем

ячейки, а  – сила, действующая со
стороны жидкости на пористую заряженную ча-
стицу [1, 2, 8, 9], что приводит к формуле

(12)

Ячеечный градиент электрического потенциа-
ла  был определен в [3]:

(13)

Аналогичным образом введем ячеечный градиент
химического потенциала  на ячейке [10]:
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следует из (2а), градиенты электрического потен-
циала и давления на мембране должны отсутство-
вать, а градиент химического потенциала быть
постоянным,
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Подставляя общее решение (6) для потенциала в
уравнение (16), имеем

(17)

Второе условие  с учетом (12) дает 
что позволяет из системы алгебраических уравне-
ний (45а) и (47а), полученной в работе [2] при за-
дании на поверхности ячейки условия Кувабары
(отсутствия завихренности), определить часть
констант, необходимых для построения решения
гидродинамической задачи – см. соотношения
(23), (24) в [2]:

(18)

Третье условие (15) с учетом (14) дает гранич-
ное условие на концентрацию:

(19)

которое при подстановке в (6) приводит к соотно-
шению

(20)

Граничные условия (8), (17) и (19) с учетом ви-
да решений (6) и (7) приводят к двум алгебраиче-
ским уравнениям для констант интегрирования:

(21)

Подставляя (17), (18), (20) и (21) в систему (10),
находим явные выражения для постоянных 
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Здесь и далее обозначено:

(24)

Плотность ячеечного электрического тока
определим стандартным способом [3]:

(25)

где  – радиальная компонента
безразмерной локальной плотности электриче-
ского тока, которую на поверхности ячейки най-
дем из выражений (34а) для плотности потоков
ионов, приведенных в работе [2], с учетом (6), (17)
и (20):

(26)

Из соотношений (2б), (15), (22), (23), (25)
и (26) следует точная формула для электродиффу-
зионного коэффициента:

(27)

из которой видно, что он равен нулю при совпа-
дающих коэффициентах диффузии ионов в бес-
конечно разбавленном растворе электролита.
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РЕЗУЛЬТАТОВ
Переход к важным частным случаям позволяет

упростить полученную точную формулу для элек-
тродиффузионного коэффициента (27), одинако-
во применимую как для пористой заряженной
мембраны, так и для концентрированной диспер-
сии заряженных частиц. Этот коэффициент
определяет величину электрического тока, воз-
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никающего в системе при наложении на нее
внешнего перепада концентраций, а также поток
соли, возникающий при наложении внешнего
перепада электрического потенциала. В случае
высококонцентрированной дисперсии пористых
заряженных частиц выражение для электродиф-
фузионного коэффициента (27) существенно упро-
щается:

(28)

или

(29)

В случае 1 : 1-электролита и идеально селектив-
ных зерен ионита  выражение (29) дает
в размерном виде электродиффузионный коэф-
фициент дисперсии, не зависящий от концентра-
ции электролита:

(30)

где  – удельная гидродинамическая
проницаемость ионитового зерна по Бринкману.

Симметричный 1 : 1-электролит

Это – наиболее интересный случай, так как в
эксперименте чаще всего используют именно
1:1-электролит. Тогда из формул (32а) работы [2],
соотношений (9) и (24) получим:

(31)

Подставляя выражения (31) в формулу (27), с уче-
том определения (23) и (24) после преобразова-
ний, имея в виду обозначения (3) и (4), приходим
к выражению
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где

(33)

(34)

Идеально селективная катионитовая мембрана (слу-
чай исключенных коионов). В этом случае имеем

(31a)

При этом выражения (32)–(34) существенно
упрощаются и дают в размерном виде следующую
формулу для коэффициента 

(35)
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характерный масштаб обменной емкости. В от-
сутствие макропористости (m0 = 0) из (35) получаем
постоянное значение для электродиффузионного

коэффициента  = 

совпадающее с (30).

Отметим, что выражение для удельной элек-
тропроводности, которое было получено для рас-
сматриваемого случая в работе [3] (формула (34)),
имеет структурно схожий с (35) вид:
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(36)

Выражение для электродиффузионного коэффи-
циента (35), так же как и удельная электропро-
водность (36), состоит из двух слагаемых: первое
определяет величину диффузионного тока, пере-
носимого через макропоры за счет разности ко-
эффициентов диффузии ионов электролита, а
второе – диффузионный и конвективный токи,
переносимые через гранулы ионита. Последнее
хорошо видно из формулы (30) в случае, когда
макропористость отсутствует.

На рис. 3 показаны характерные кривые по-
ведения электродиффузионного коэффициента
идеально селективной катионообменной мем-
браны. Все кривые имеют две прямолинейные
асимптоты – при малых концентрациях электро-
лита

(37)

и при больших концентрациях

(38)

Из выражений (37) и (38) видно, что тангенс
угла наклона второй прямой всегда меньше, чем
первой, т.е.  причем оба могут быть отри-
цательными. В частности, если коэффициент
диффузии аниона больше коэффициента диффу-
зии катиона, то асимптота (38) имеет отрицатель-
ный наклон (кривая 3), и в этом случае при боль-
ших концентрациях коэффициент L23 может
стать отрицательным. В то же время величина

 если  <  (кривая 1), и 
если  >  (кривая 2).
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нако ее форма, представленная кривыми на рис. 3,
остается неизменной. На рис. 4 показано поведение
электродиффузионного коэффициента ,
вычисленного по точной формуле (32) (кривая 1,

) и по приближенной формуле (35)
(кривая 2, ) для идеальной мембраны при
одних и тех же значениях физико-химических па-
раметров, характерных для мембраны МФ-4СК,
исследованной в нашей недавней работе в рас-
творе NaCl [11]:  мкм2/с,

 моль/дм3,  моль/дм3, 
Видно, что при С0 = 1.5 моль/дм3 происходит сме-
на знака электродиффузионного коэффициента
(кривая 1). Это означает изменение направления
диффузионного тока в системе при концентраци-
ях электролита, превышающих указанную, что
связано со значительным (в полтора раза) превы-
шением подвижности аниона хлора над подвиж-
ностью катиона натрия. В то же время, если бы
существовала такая же по свойствам идеально се-
лективная мембрана, то падение L23 и выход его
на отрицательные значения были бы существен-
но замедленными (кривая 2).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИФФУЗИОННОЙ 
ПРОНИЦАЕМОСТИ КАТИОНООБМЕННОЙ 

МЕМБРАНЫ И АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

При вычислении диффузионной проницаемо-
сти  как это следует из (2б), градиенты элек-
трического потенциала и давления также должны
отсутствовать, а градиент химического потенциа-
ла поддерживаться постоянным. Это приводит к
той же самой краевой задаче для ячейки, решение

( )23 0L C

m 0.527γ =
mγ = +∞

m m 23.68D D+ −= =
1.08ρ = 0 2.18ρ = 0 0.2.m =

33,L

Рис. 3. Схематичное поведение электродиффузион-
ного коэффициента идеально селективной катионо-
обменной мембраны в зависимости от равновесной
эквивалентной концентрации 1 : 1-электролита.
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которой было найдено выше при вычислении ко-
эффициента  и которым теперь можно вос-
пользоваться для вычисления коэффициента 
Плотность ячеечного потока соли определим
стандартным способом [10]:

(39)

23L
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где  – радиальная компонента

безразмерной локальной плотности потока соли,
которую на поверхности ячейки найдем из выра-
жений (34а) для плотности потоков ионов, приве-
денных в работе [2], с учетом (6), (11), (17), (18),
(20) и (21):

(40)

Из соотношений (2б), (15), (22), (23), (39) и (40)
следует точная формула для диффузионной про-
ницаемости:

(41)

Перейдем теперь к важным частным случаям,
что позволит несколько упростить формулу (41),
одинаково применимую как для пористой заря-
женной мембраны, так и для концентрированной
дисперсии пористых заряженных частиц. Коэф-
фициент диффузионной проницаемости опреде-
ляет величину плотности потока соли, возникаю-
щей в системе при наложении на нее внешнего
перепада химического потенциала (концентра-
ции электролита). В случае высококонцентриро-
ванной дисперсии пористых заряженных частиц
выражение (41) принимает вид
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Рис. 4. Расчетные зависимости приведенного электро-
диффузионного коэффициента 
(моль/дм3) для мембраны МФ-4СК от концентрации

 (моль/дм3) водного раствора NaCl при  (1),
 (2) – идеальная катионообменная мембрана.

Остальные параметры приведены в тексте.
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В случае 1 : 1-электролита из (42) получаем

Если, к тому же, зерна ионита (гель) идеально се-
лективны  выражение (42) с учетом (31а)
дает в размерном виде диффузионную проницае-
мость дисперсии, не зависящую от концентрации
электролита:

(43)

Таким образом, выражения (22), (23) (41) поз-
воляют найти явно коэффициент диффузионной
проницаемости  катионообменной мембраны
по любому бинарному электролиту, в том числе
несимметричному. В данной работе для вычисле-
ния  и  мы снова использовали граничное
условие Кувабары на поверхности жидкой обо-
лочки, поскольку исследователями указывалось
[12], что эта модель больше подходит при изуче-
нии электрокинетических явлений. Другие гра-
ничные условия (Хаппеля, Квашнина и Мехты–
Морзе/Каннингэма) на поверхности ячейки в
случае течения неэлектролитов неоднократно об-
суждались ранее, например в [9], и дают не силь-
но различающиеся между собой результаты, кро-
ме модели Мехты–Морзе/Каннингэма с самым
“жестким” граничным условием.

Симметричный 1 : 1-электролит

Как правило, в эксперименте используют
именно 1 : 1-электролит. Тогда из формулы (41) с

учетом (31а) и (3), а также  

 после преобразований, имея в виду обо-

значения (4), приходим к выражению для диффу-
зионной проницаемости:
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Здесь использованы следующие обозначения для
сокращения записи:

(45)

(46)

(47)

а другие параметры могут быть найдены из фор-
мул (31), (34).

Идеально селективная катионитовая мембрана
(случай исключенных коионов). В этом случае фор-
мулы (44)–(47) с учетом (31а) дают простое выра-
жение

(48)

Из формулы (48) видно, что зависимость 
является возрастающей от нуля монотонной
функцией, асимптотически приближающейся к
прямой, имеющей положительный наклон:
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Характер поведения функции  в целом
аналогичен характеру поведения удельной элек-
тропроводности  исследованному в на-
шей работе [3] и для краткости здесь не обсужда-
ется.

При отсутствии макроскопической пористо-
сти из выражения (48) получаем постоянное, не
зависящее от концентрации электролита значе-
ние диффузионной проницаемости:

(49)

которое отражает диффузионный характер пере-
носа катионов через зерна ионита.

Интегральный коэффициент диффузионной про-
ницаемости. В экспериментах по определению
характеристик мембран традиционно принято
измерять так называемый интегральный коэффи-
циент P диффузионной проницаемости при зада-
нии постоянного перепада концентрации элек-
тролита на мембране и отсутствии электрического
тока [13], который следующим образом выража-
ется через кинетические коэффициенты матрицы
Онзагера:

(50)

В общем случае неидеальной мембраны в выра-
жение (50) следует подставить формулы для элек-
тродиффузионного коэффициента (27) и диффу-
зионной проницаемости (41), а для удельной элек-
тропроводности L22 использовать формулы (27)
и (29) из работы [3].

Для того, чтобы провести предварительную ве-
рификацию упомянутой точной формулы для ко-
эффициента интегральной диффузионной про-
ницаемости, мы использовали собственные экс-
периментальные данные для чистой мембраны
МФ-4СК, отлитой из раствора полимера по мето-
ду, описанному в нашей работе [11], в растворах
соляной кислоты разной концентрации. Мини-
мизация расхождения между экспериментальны-
ми и теоретическими значениями интегральной
диффузионной проницаемости P проводилась
автоматически по трем параметрам ( )
при ручном подборе коэффициента равновесного
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распределения . Значение обменной емкости
 моль/дм3 было известно из независимого

эксперимента, а макроскопическая пористость
 была определена ранее методом эта-

лонной контактной порометрии [14]. В результа-
те расчетов были получены следующие значения
физико-химических параметров системы: 
= 75.1 моль/дм3,  мкм2/с, 
= 292.5 мкм2/с,  На рис. 5 кружками
показаны экспериментальные значения коэффи-
циента P, а кривыми – рассчитанные зависимо-
сти P(С0). Видно, что имеется хорошее соответ-
ствие теории и эксперимента. Неожиданным яв-
ляется резкий рост проницаемости в области
малых концентраций (С0 < 0.1 M) при ее стремле-
нии к нулю. При этом наблюдается значительный
максимум на кривой P(С0) в области очень малых
концентраций электролита (С0 < 0.01 M) (рис. 5б).
Это, с одной стороны, может быть связано с огра-
ничениями модели, которая надежно работает
только при С0 > 0.1 M. С другой стороны, подоб-
ное поведение интегральной диффузионной про-
ницаемости наблюдалось и другими исследовате-
лями. Например, монотонно убывающие с ростом
концентрации экспериментальные зависимости
интегрального коэффициента диффузионной
проницаемости анионообменных мембран, в том
числе АМХ и МА-41, в случае гидротартрата ка-
лия и натриевых солей угольной и фосфорной
кислот (NaHCO3 и NaH2PO4) приведены в недав-
ней статье Письменской с соавторами [15].

Отметим, что при расчете приведенных на
рис. 4 и 5 кривых были использованы взятые
из монографии [16] коэффициенты диффузии
ионов электролитов NaCl и HCl в разбавленном
растворе:  мкм2/с,  мкм2/с,

 мкм2/с.

Требует обсуждения вопрос существования
однозначного набора параметров задачи 

   при минимизации расхождения между
экспериментальными значениями и теоретиче-
скими кривыми диффузионной проницаемости.
При значительном наборе экспериментальных
точек и наличия на зависимости изучаемой вели-
чины хотя бы одного экстремума проблема реша-
ется довольно успешно. В случае же монотонного
поведения исследуемой зависимости и/или не-
большого набора экспериментальных значений
(в сравнении с количеством определяющих пара-
метров) могут возникнуть ситуации, когда в пре-
делах ошибки измерения существуют несколько
наборов определяющих параметров, при которых
описание экспериментальных данных является
адекватным и примерно одинаковым. В этом слу-
чае требуется либо уменьшить количество пара-
метров, либо одновременно оптимизировать по

mγ
1.08ρ =

0 0.107m =
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m 0.089.γ =
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тем же параметрам зависимость другой физиче-
ской величины. Коэффициенты диффузии ионов
в мембране невозможно определить надежно экс-
периментальными методами, удельную гидроди-
намическую проницаемость зерна ионита – тоже.
Можно экспериментально определить коэффи-
циент равновесного распределения  как это
было сделано в нашей работе [17], – при этом
число параметров уменьшится до трех. Второй
метод был успешно применен нами в работе [4], в
которой предложен алгоритм одновременной оп-
тимизации удельной электропроводности и элек-
троосмотической проницаемости по формулам

ячеечной модели. Что касается диффузионной
проницаемости, то здесь также можно осуще-
ствить одновременную с ней минимизацию от-
клонения теоретической зависимости электро-
проводности или электроосмотической проница-
емости от их экспериментальных значений. Это
предполагается сделать в следующей работе.

В случае идеальной катионитовой мембраны
и 1 : 1-электролита выражение для интегрального
коэффициента диффузионной проницаемости
получается при подстановке в формулу (50) выра-
жений (35), (36) и (48), что приводит к следующе-
му результату:

(51)

Отметим, что формула (51) справедлива только
при ненулевой макропористости ( ). Если
же в (51) положить , то автоматически по-
лучаем тождество  чего быть не может, ис-
ходя из физического смысла задачи: даже при ну-
левой макропористости в пористых зернах иони-
та (геля) остаются каналы переноса электролита.
Обнаруженный математический эффект связан с
наличием особой точки функции  в нуле.
А она есть следствие вырождения краевой задачи,
так как при  пропадает слой электролита,
окружающий пористую частицу (a = b). Действи-
тельно, полагая в формуле (51) С0 = 0, получим
для интегрального коэффициента диффузионной
проницаемости следующую зависимость от мак-
ропористости:

(52)

которая дает ненулевое значение этого коэффи-
циента при m0 = 0:

(53)

Таким образом, из неравенства (53) следует, что
предельное значение P в нуле зависит от траекто-
рии достижения этой особой точки в первом
квадрате координатной плоскости  и по-
этому, исходя из физического смысла задачи,
следует пользоваться формулой (53), что подтвер-
ждается также и формулой (49). Переходя в фор-
муле (51) к пределу при больших концентрациях
электролита, получаем, что интегральный коэф-
фициент диффузионной проницаемости идеально
селективной катионообменной мембраны стре-
мится к постоянному значению, не зависящему
от обменной емкости:

(54)

где  – коэффициент диффу-
зии молекул электролита при бесконечном раз-
бавлении раствора. Таким образом, при росте
концентрации электролита интегральный коэф-
фициент диффузионной проницаемости идеаль-
но селективной катионообменной мембраны с
нулевой макропористостью будет изменяться от
значения (53) до нуля. Т.е., на этой кривой воз-
можно появление максимума, что подтверждает-
ся его наличием на теоретической зависимости
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 при очень малых концентрациях электро-
лита (рис. 5б).

Следует подчеркнуть, что при очень малых
значениях концентрации электролита, когда
толщины внешнего и внутреннего ДЭС, примы-
кающих к межфазной границе, становятся срав-
нимыми с радиусом зерен ионита, формулы, по-
лученные здесь и ранее для кинетических коэф-
фициентов Lij, могут давать неточные результаты.
В нашем исследовании мы пренебрегали толщи-
нами ДЭС на зернах ионита ввиду сложности
аналитического решения математической задачи
для отдельной ячейки. Такой подход вполне
оправдан при анализе работы ионообменной

( )0P C

мембраны в допредельных токовых режимах, ко-
гда концентрация электролита вблизи межфаз-
ной границы не является предельно низкой.
В случае проведения электродиализа в интенсив-
ных токовых режимах, когда внутри диффузион-
ного слоя возникает область пространственного
заряда и необходимо учитывать сопряженные эф-
фекты электроконвекции и диссоциации моле-
кул воды, задача в точной постановке может быть
решена только численно.

Отметим также, что для того чтобы получить
формулы для электродиффузионного коэффици-
ента и диффузионной проницаемости анионооб-
менной мембраны, необходимо в формулах для
этих величин заменить знак  (или ) на противо-
положный.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе в рамках термодинамики не-

обратимых процессов, на основе разработанной
нами ранее ячеечной модели ионообменной мем-
браны, рассчитаны ее электродиффузионный
коэффициент и диффузионная проницаемость.
Мембрана рассматривается как упорядоченная
совокупность пористых заряженных частиц сфе-
рической формы, помещенных в сферические
оболочки, заполненные раствором бинарного
электролита. Рассмотрение ведется в рамках ма-
лого отклонения параметров мембранной систе-
мы от их равновесных значений при наложении
внешнего электрического поля и поля давления.
На поверхности жидких ячеек ставится гранич-
ное условие Кувабары (отсутствие завихренности
жидкости). Течение в пористой частице описыва-
ется уравнением Бринкмана, а вне ее – уравнени-
ем “ползущего течения” Стокса с учетом про-
странственной электрической силы.

Исследованы различные предельные случаи, в
частности случаи симметричного 1 : 1-электроли-
та и идеально селективной катионообменной
мембраны. Показано, что электродиффузионный
коэффициент может расти с ростом концентра-
ции электролита, причем форма этой кривой
зависит от соотношения физико-химических
параметров, а может и достигать максимума,
уменьшаясь с ростом концентрации и достигая
отрицательных значений. Последняя ситуация
имеет место, когда подвижность противоиона
превышает подвижность коиона. Интегральный
коэффициент диффузионной проницаемости в
зависимости от коэффициента равновесного рас-
пределения молекул электролита в порах и разни-
цы между отношениями коэффициентов диффу-
зии ионов в разбавленном растворе и мембране
может монотонно расти или увеличиваться с вы-
ходом на плато, или достигать максимума при ро-
сте концентрации электролита. Возможны вари-
анты, когда этот коэффициент имеет кроме мак-

σ ρ

Рис. 5. Расчетные и экспериментальные зависимости
интегрального коэффициента диффузионной про-

ницаемости  литой мембраны
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ФИЛИППОВ

симума и минимум, а затем снова начинает расти
с концентрацией.

Результаты данного исследования могут быть
использованы не только для анализа процессов
электродиализа и электрофильтрования на заря-
женных мембранах, но также и для учета перено-
са воды в топливных элементах, который опреде-
ляет продолжительность работы этих устройств.
Разработанная модель применима к любым мем-
бранам, несущим объемный заряд (в частности,
обратноосмотическим, нано-, ультра- и микро-
фильтрационным).
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