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Известно, что сильно заряженные капли, образовавшиеся в процессе электрораспыления, распада-
ются на ряд более мелких капель. В данной статье рассмотрены критерии неустойчивости и распада
жидких проводящих капель в процессе электрораспыления. Продемонстрированы некоторые фор-
мы искажения сферической жидкой капли для случая превышения критерия устойчивости Рэлея.
В результате анализа развития зарядовой неустойчивости показана возможность существования
квазиустойчивого состояния в процессе распада жидкой капли в области неустойчивости согласно
критерию Рэлея.
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ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день анализ органических и
биоорганических молекул актуален для различ-
ных направлений в химии, биологии, физики и
современной технологии. Например, в целях под-
бора оптимальной концентрации лекарственных
средств [1, 2], для поиска и выявления биомарке-
ров патологических состояний в медицине [3],
в области протеомики, предметом изучения кото-
рой является белковый состав биологических
объектов [4], для исследования катализа [5] и в
других областях [6]. Решение данных задач обес-
печивается методами масс-спектрометрии, обла-
дающими высокой чувствительностью и возмож-
ностью получения информации о структуре
молекул. Однако при анализе труднолетучих, по-
лярных и термически нестабильных соединений,
к которым относится большинство веществ био-
органического происхождения, возникают труд-
ности, связанные с невозможностью испарить их
без разложения при обычном нагревании образ-
ца. В таких случаях необходимым является при-
менение неразрушающих методов испарения и
ионизации веществ в масс-спектрометре. Для
этого используются методы “мягкой” ионизации,
одним из которых является электрораспыление
[7, 8].

В методе получения электроспрея исследуемое
вещество смешивается с растворителем, в каче-
стве которого чаще всего используются смеси
воды с летучими органическими соединениями
(например, с метанолом). Далее растворенный
образец с постоянной скоростью подается в ме-
таллический капилляр, к которому приложено
напряжение порядка 2.6–6 кВ относительно про-
тивоэлектрода. В результате, внутри раствора
происходит перераспределение зарядов: положи-
тельные скапливаются у среза капилляра и при
равенстве сил электростатического расталкива-
ния и поверхностного натяжения образуют конус
Тейлора [9]. При дальнейшем увеличении разно-
сти потенциалов, увеличивается сила расталкива-
ния и, когда эта сила превышает силу поверхност-
ного натяжения, маленькая заряженная капля от-
рывается от поверхности и через окружающий газ
летит к противоэлектроду. В процессе соударе-
ний с частицами газа растворитель испаряется с
поверхности капли в токе нагретого газа. В ре-
зультате плотность заряда на поверхности увели-
чивается. Также на каплю действуют поперечные
силы со стороны плотного газа, через который
она пролетает. В результате капля подвергается
деформации: на ее поверхности образуется вы-
ступ. Если кулоновская сила отталкивания пре-
вышает силу поверхностного натяжения, с по-
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верхности капли происходит эмиссия вторичных
капель меньшего размера. Состояние, соответ-
ствующее предельному заряду, при котором на-
чинается такой процесс, называется рэлеевским
пределом стабильности. Вторичные (дочерние)
капли также испаряются. Когда размер дочерних
капель становится столь малым, что их заряд пре-
вышает рэлеевский предел стабильности, они
распадается с образованием кластеров заряжен-
ных молекул. Процессы реализации и развития
зарядовой неустойчивости при электрораспыле-
нии детально рассмотрены в ряде работ [10–12].

Впервые задача о зарядовой неустойчивости
капли проводящей жидкости была рассмотрена
лордом Рэлеем еще в 19 веке. Он ввел так называ-
емый критерий Рэлея для устойчивости заряженной
сферической капли, равный отношению удво-
енной энергии кулоновского взаимодействия к
энергии поверхностного натяжения:

(1)

где  – заряд, сообщенный капле,  – коэффици-
ент поверхностного натяжения,  – радиус кап-
ли. При значениях  возникает неустойчи-
вость.

В связи с многочисленными академическими,
техническими и технологическими приложениями
данного явления [13] исследование неустойчиво-
сти заряженной поверхности жидкости представ-
ляет значительный интерес. Например, рассмат-
риваемое явление широко используется при
получении порошков тугоплавких металлов, в
химической технологии при распылении жидко-
го топлива, лакокрасочных материалов и ядохи-
микатов, горючего в реактивных двигателях кос-
мической техники, в технологии электрокапле-
струйной печати.

Несмотря на большое количество теоретиче-
ских и экспериментальных работ по изучению
неустойчивости заряженной капли и условий ее
распада на дочерние капли [14–16], многое в фи-
зике этого явления остается не выясненным до
настоящего времени и поэтому привлекает вни-
мание исследователей.

Отдельный интерес представляет расчет рав-
новесных форм капель в левитаторах (бескон-
тактных подвесах) различного типа: акустическо-
го [17], аэродинамического, электромагнитного,
электростатического [18] и их всевозможных
комбинаций [19]. Широкое использование леви-
таторов связано с современными технологиями
получения высокочистых веществ, а также с не-
однократными попытками проверить справедли-
вость критерия Рэлея устойчивости капли по от-
ношению к собственному заряду [20]. В последние
годы этот критерий неоднократно эксперимен-
тально проверялся в различного вида левитаторах.
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Согласно экспериментальным данным капля
электропроводящей жидкости в непроводящей
среде в однородном внешнем электростатиче-
ском поле будет вытягиваться вдоль поля E в фи-
гуру, близкую к сфероиду. По мере усиления поля E
удлинение капли будет увеличиваться и при до-
стижении полем некоторого критического значе-
ния на вершинах капли начнут формироваться
заостренные выступы, с вершин которых начнет-
ся сброс избыточного заряда (индуцированного
полем E) в виде струек высокодисперсных сильно
заряженных капелек [21].

В тех случаях, когда требуется оценить степень
отклонения реальной равновесной формы капли
от сфероидальной, используется представление
профиля капли в виде разложения по полиномам
Лежандра [22].

РАЗВИТИЕ ЗАРЯДОВОЙ 
НЕУСТОЙЧИВОСТИ И МЕТАСТАБИЛЬНОЕ 

СОСТОЯНИЕ РАВНОВЕСИЯ

Обычно при решении задачи о зарядовой не-
устойчивости капли используют метод возмуще-
ний, рассматривая равновесную конфигурацию
заряженной капли простой формы (как правило,
шара). Далее рассматривается малое отклонение
от шарообразной формы и анализируется разви-
тие этого возмущения. При определенных пара-
метрах среды возможно развитие неустойчиво-
сти. Однако данный способ позволяет обнару-
жить лишь линейную стадию неустойчивости и
не дает возможности предсказать, приведет ли
неустойчивость к новому равновесному состоя-
нию формы капли или к ее распаду на более мел-
кие дочерние капли.

Иной подход (энергетический) к анализу заря-
довой неустойчивости основан на рассмотрении
свободной энергии заряженной капли в началь-
ном состоянии и в конечном состоянии, которое
обусловлено развитием неустойчивости. Напри-
мер, для заданного заряда капли вычисляется
суммарная энергия капли в начальном состоянии
и после ее деформации, возникшей в результате
развития неустойчивости.

Рассмотрим каплю проводящей жидкости сфе-
рической формы радиуса  На сферическую по-
верхность капли будут действовать капиллярное
давление и давление электростатического поля
собственного заряда капли, распределенного рав-
номерно по ее поверхности. Капиллярное давление
стремится сжать каплю. Давление электростати-
ческого поля, которое связано с отталкиванием
одноименных зарядов друг от друга, стремится
растянуть каплю. Откликом на превышение дав-
ления электростатического поля капиллярного
давления будет изменение формы капли.

0.r
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Свободная энергия капли будет равна сумме
кулоновской энергии и энергии поверхностного
натяжения:

где  – потенциал заряженной капли.
Как было отмечено выше, простой деформа-

цией сферической капли будет вытягивание кап-
ли в сфероид, который получается при вращении
эллипса вокруг большей оси. В работе [23] рас-
сматривалась устойчивость вытянутой сферои-
дальной заряженной проводящей капли с точки
зрения минимума ее энергии, равной сумме энер-
гии поверхностного натяжения и энергии элек-
тростатического поля собственного заряда капли;
было показано существование метастабильных
состояний в некотором диапазоне значений па-
раметра Рэлея.

В работах [24–27] проводились аналитические
(на основе принципа минимума свободной энер-
гии равновесного состояния) и численные расче-
ты (из условия баланса давлений на свободной
поверхности капли) для определения равновес-
ной формы сфероидальной капли и нахождения
критических условий потери такой каплей устой-
чивости. В частности, в работе [27] для численно-
го анализа равновесной формы и устойчивости
зараженной капли электропроводящей жидкости
использовался метод конечных элементов, одна-
ко он применим лишь в случае малых отклонений
формы капли от сферической.

Равновесная форма капли может быть не кон-
кретизирована и представляться в виде результата
численного расчета графически, а также в виде
ряда по полиномам Лежандра, коэффициенты
которого находятся из принципа минимума сво-
бодной энергии капли [22, 28].

В результате развития зарядовой неустойчиво-
сти могут также образовываться капли сложной,
нетривиальной формы. Например, разнообраз-
ные геометрические формы были получены в ра-
ботах [29, 30] при электрораспылении.

Следует отметить, что успеху проведенных
аналитических расчетов стабильных форм капель
способствовало широкое применение компью-
терных пакетов аналитических вычислений: ввиду
громоздкости расчетов, уверенность в их справед-
ливости позволила приобрести только проверка
данных расчетов с помощью пакета компьютер-
ных программ. В данной работе анализ был про-
веден при помощи численных методов в среде
Wolfram Mathematica. Вычисления проводились в
пакете Wolfram Mathematica с использованием
методов численного интегрирования и метода
итераций.

Рассмотрим проводящую каплю сложной
формы и исследуем, как изменяется ее энергия в

20
Sq q S 0, , 4 ,

2
qW W W W W rψ= + = = π α

0 0q rψ =

зависимости от заряда, сообщенного капле, и
формы капли.

Как известно, решением уравнения Лапласа
является представление потенциала в виде разло-
жения по шаровым функциям [31]:

(2)

где  – сферические функции.
Такое представление было использовано Рэле-

ем для исследования неустойчивости заряженной
капли [32], где потенциал произвольно деформи-
рованной поверхности сферической капли был
записан в указанном разложении по сфериче-
ским гармоникам.

Каждый член бесконечного ряда  ×

×  является частным решением уравнения
Лапласа [33]. Любая конечная сумма ряда (2) бу-
дет также являться решением уравнения Лапласа

(3)

Мы подбираем такую форму заряженной про-
водящей оболочки, чтобы она совпадала с одной
из эквипотенциальных поверхностей, задавае-
мых выражением (3) при фиксированном значе-
нии потенциала ψ.

(4)

Выражение (4) является полиномом степени
 относительно обратного радиуса . Сле-

довательно, чтобы найти форму возможной за-
мкнутой эквипотенциальной поверхности, необ-
ходимо найти корни этого полинома, коэффици-
ентами которого является линейная комбинация
сферических функций  Каждый корень
является функцией сферических координат θ, 
и определяет некоторую эквипотенциальную по-
верхность 

Аналитический вид решения уравнения (4)
возможен только для полинома не старше
4-ой степени, иначе корни будут трансцендент-
ными. Таким образом, имеется четыре набора
возможных аналитических решений для замкну-
тых фигур, определяемых равенством (4). Форма
поверхности этих фигур  задается анали-
тическими выражениями, определяемыми
корнями соответствующих полиномиальных
уравнений.

Для случая, когда потенциал зависит только от
азимутального угла θ и не зависит от полярного
угла φ, получаемые поверхности должны быть
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фигурами вращения относительно оси Z. Форма
этих поверхностей задается следующим уравне-
нием [34]:

(5)

где   – полиномы Лежандра степе-
ни n,  в ряду (3). В частности, при 
имеем случай однородно заряженной сферы.

В данной работе мы рассмотрели частный слу-
чай, при котором  коэффициент  То-
гда уравнение поверхности принимает вид

(6)

где  и  – некоторые постоянные,  – постоян-
ный потенциал на рассматриваемой поверхно-
сти. Параметр  имеет смысл суммарного элек-
трического заряда q, распределенного по поверх-
ности, задаваемой уравнением (5).

Введем следующие обозначения:  –

электростатический потенциал проводящей
сферы с зарядом  и радиусом   –
безразмерный радиус-вектор, нормированный на

радиус этой сферы,  – безразмер-

ный потенциал.
Разделим обе части равенства (6) на потенциал
 Тогда уравнение поверхности (6) примет сле-

дующий безразмерный вид:

где 

Рассмотрим случай со знаком “+”:

Действительный корень определяется выражением

(7)

где введено обозначение: 

Из условия необходимости действительности
и неотрицательности выражения (7) следует
ограничение на значения параметра k [34]:

 При значениях параметра k, выхо-

дящих за пределы критических, произойдет раз-
рыв исходной капли и она распылится на мелкие
заряженные капельки.
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Объем исходной сферической капли V0 =

 Объем фигуры вращения определяет-
ся формулой

Воспользовавшись условием сохранения объ-
ема для несжимаемой жидкости ( ), можно
методом простой итерации найти зависимость 

На рис. 1 показана форма капель, образую-
щихся при различных значениях параметра k.

Площадь поверхности капли описывается фор-
мулой [33]:

(8)

где  – уравнение поверхности,  –
орт радиус-вектора,  – косинус угла
между нормалью к поверхности и радиус-векто-
ром в точке 

Приведем уравнение (8) к безразмерному виду

где

(9)

После процедуры разложения выражения для s1 (9)
в ряд по параметру k и подстановки в формулу для
площади поверхности получим:

Свободная энергия проводящей капли несфе-
рической формы определяется выражением

где
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формы. Следовательно,
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Выразим энергию капли новой формы через параметры T (параметр Рэлея) и k:

(10)

На рис. 2 построены графики зависимости
свободной энергии капли  от параметра k при
значении параметра Рэлея T = 4.6. Сплошной ли-
нией обозначена кривая, соответствующая урав-

нению (10) при разложении по k до 6-го порядка.
Пунктирной линией обозначена кривая, соответ-
ствующая разложению  до k5, а штрих-
пунктирной линией – кривая, соответствующая
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Рис. 1. Форма капель, образующихся в результате развития зарядовой неустойчивости при значениях параметра
k = ‒0.12 (а) и 0.25 (б); вид капли в разрезе при значении параметра k = 0.27 (в).
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САМУХИНА и др.

разложению до  Минимум энергии достига-
ется в диапазоне значений параметра k ≈ [0.1;
0.13].

Как следует из рис. 2, на кривых зависимости
свободной энергии  от параметра k имеется

W 7.k

W

участок, близкий к горизонтальному, за которым
следует их резкий подъем. Видно, что возникает
локальный минимум. Несомненным является
факт существования такого участка, где энергия
близка к локальному минимуму, а баланс понде-
ромоторных сил близок к нулю. Таким образом,
при указанном выше диапазоне значений пара-
метра k сферическая капля будет относительно
длительное время находиться в новой, искаженной
форме. Затем капля новой формы постепенно
распадется в соответствие с критерием Рэлея (1)
на отдельные заряженные капли.

На рис. 3 показана форма капли, находящейся
в квазистабильном состоянии.

ВЫВОДЫ
Исследована зарядовая неустойчивость жид-

кой капли заряженной проводящей жидкости.
В работе проведено исследование энергии капель
сложной формы. Рассмотрены некоторые формы
искажения жидкой капли от сферической для
случая превышения критерия устойчивости Рэлея.
В результате исследования развития зарядовой
неустойчивости получен новый результат: пока-
зана возможность существования квазиустойчи-
вого состояния в процессе распада жидкой капли

Рис. 2. Зависимости энергии капли W от параметра k,
соответствующие разложению W до 5-го, 6-го и 7-го
порядков по k.
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Рис. 3. Форма искаженной сферической капли, находящейся в квазистабильном состоянии.
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для значения параметра Рэлея, превышающего
критическое значение. Найдена новая несфери-
ческая форма капли, для которой процесс распа-
да будет очень медленным, а величина изменения
энергии будет практически равна нулю.

Следует отметить, что исследование неустой-
чивости заряженной поверхности жидкости пред-
ставляет значительный интерес для понимания
физических основ процесса электрораспыления.
В свою очередь, глубокое понимание физики
электрораспыления будет способствовать лучшей
точности проведения измерений.
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