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Метод конечных элементов применен для расчета фотофоретической силы, действующей на твер-
дую аэрозольную частицу сфероидальной формы, для случая, когда ее размер много больше средней
длины свободного пробега молекул в газе. Учитывались тепловое электромагнитное излучение с
поверхности частицы и зависимости плотности, вязкости, теплопроводности газообразной среды и
теплопроводности вещества частицы от температуры. Проведены численные расчеты фотофорети-
ческой силы, действующей на частицу, нагреваемую потоком электромагнитного излучения, на-
правленного вдоль ее оси симметрии.
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ВВЕДЕНИЕ

На неоднородно нагретые аэрозольные частицы
действуют силы, обусловленные наличием тепло-
вого скольжения газа на их поверхности. В том слу-
чае, когда нагрев частиц обеспечивается поглоще-
нием ими электромагнитного излучения, данное
явление носит название фотофореза. Этот термин
ввел Эренхафт [1], обнаруживший движение частиц
пыли, освещаемых мощной лампой. В случае круп-
ных частиц, размеры которых много больше сред-
ней длины свободного пробега молекул в газе, тече-
ние газа в окрестности частиц может быть описано
исходя из континуальной модели. При этом, как
правило, при расчете распределений темпера-
туры и скорости течения газа числа Рейнольдса и
Пекле полагаются столь малыми, что их можно
считать равными нулю. Фотофорез твердых сфери-
ческих частиц для данного случая подробно рас-
смотрен в работах [2, 3]. При анализе движения
частиц в этих работах их нагрев полагался доста-
точно малым, и зависимостью коэффициентов мо-
лекулярного переноса и плотности газа от темпера-
туры пренебрегали. Действующая на частицу сила,
в том числе ее направление, существенным образом
зависит от получаемого распределения внутренних
источников тепла [2], которое в свою очередь за-
висит от размера частицы и длины волны падаю-
щего излучения [4]. Фотофорезу аэрозольных ча-
стиц посвящено большое количество работ, доста-

точно подробный обзор которых приведен в статье
[5]. В данной работе мы ограничимся обзором ра-
бот, учитывающих зависимость фотофоретической
силы, действующей на частицу, от ее формы и
степени нагрева. Отметим, что в ряде случаев рас-
чет скорости фотофореза установившегося дви-
жения частиц более прост, чем расчет силы фото-
фореза [6, 7]. Однако на практике, например для
анализа различных экспериментов по исследова-
нию физических и химических процессов [8, 9],
происходящих в результате облучения аэрозоль-
ных частиц лазерным излучением, обычно важен
расчет именно силы фотофореза, а не скорости
установившегося фотофоретического движения.
Это обусловлено тем, что при удерживании частиц
при помощи различных механизмов наряду с си-
лой фотофореза и силой вязкого сопротивления
на них действуют и другие силы. В работе [10] рас-
сматривалось движение частицы в форме сферо-
ида вращения под воздействием электромагнитно-
го излучения, направленного под произвольным уг-
лом к его оси вращения и проводились расчеты для
случая, когда излучение поглощалось в тонком по-
верхностном слое частицы. Та же задача, что и в ра-
боте [10], но только для случая сплюснутых сфе-
роидов и излучения, направленного вдоль оси
вращения сфероида, рассматривалась в работах
[11, 12]. Отметим, что результаты работы [10] вызы-
вают сомнение, т.к. приведенные в ней численные
данные скорости фотофореза не совпадают с ре-
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зультатами расчетов по формулам работ [7, 11, 12].
Влияние нагрева частицы и, как следствие, нагре-
ва окружающего газа на ее скорость и силу фото-
фореза проводилось в работах [13–16]. В работе
[13] рассматривалась задача о фотофоретическом
движении сферических частиц. В диссертации [14]
проводилась оценка скоростей фотофореза частиц
в виде сплюснутых сфероидов и действующих на
них сил для случая, когда отношение длин осей
сфероида мало отличается от единицы. В работах
[13, 14] использовались степенные аппроксима-
ции для вязкости газа, теплопроводности газа и
вещества частицы и учитывалось тепловое излу-
чение с поверхности частиц. В работе [15] при та-
ких же аппроксимациях для теплопроводностей и
вязкости для сферических частиц дополнительно
учитывался ряд поправок по числу Кнудсена (от-
ношение средней длины свободного пробега мо-
лекул газа к характерному размеру частицы). Похо-
жая задача, но для всех чисел Кнудсена и без учета
зависимости коэффициентов вязкости и теплопро-
водностей от температуры, а с учетом лишь тепло-
вого излучения с поверхности частиц, рассматри-
валась в работе [16]. Таким образом, мы видим,
что влияние формы частицы на силу фотофореза
изучено только для сплюснутых сфероидов, а влия-
ние зависимости коэффициентов молекулярного
переноса от температуры рассмотрено лишь для
случаев, когда для таких зависимостей можно ис-
пользовать степенную аппроксимацию. Как про-
иллюстрировано в работе [14], такая аппроксима-
ция достаточно часто может быть применима для
учета зависимости теплопроводности и вязкости
газа от температуры. Однако для теплопроводности
твердых тел она, как правило, является или слиш-
ком грубой, или вообще неприменимой. Поэтому
представляет интерес разработка методов рас-
чета силы фотофореза, позволяющих рассмат-
ривать частицы, форма которых может быть от-
личной от сферической, и без указанных выше
ограничений на виды зависимостей вязкости и
теплопроводностей от температуры. В настоящей
работе исследуется применимость метода конечных
элементов для расчета силы фотофореза, действую-
щей на твердую аэрозольную частицу сфероидаль-
ной формы, размеры которой много больше сред-
ней длины свободного пробега молекул в газе, при
условии, что числа Рейнольдса и Пекле можно счи-
тать равными нулю.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ОПИСАНИЕ МЕТОДА

В рассматриваемой постановке задачи распре-
деление температуры  внутри аэрозольной ча-
стицы и распределения температуры , скорости
u и давления p газа в окрестности частицы описы-
ваются следующими уравнениями [17, 18]:

pT

gT

(1)

(2)

(3)

(4)

где  – коэффициент теплопроводности вещества
частицы,  – коэффициент теплопроводности га-
за, f – плотность мощности тепловых источников
внутри частицы,  – плотность газа,  – тензор
вязких напряжений газа, который в рассматрива-
емом случае может быть представлен как

Здесь  – коэффициент динамической вязкости
газа, I – единичный тензор. В данной статье ис-
пользуется соглашение, согласно которому знак
скалярного умножения может быть опущен толь-
ко при скалярном умножении векторов и при умно-
жении скаляра на вектор. Тензорное и двойное ска-
лярное произведения всегда указываются явно.
Плотность газа полагается обратно пропорцио-
нальной абсолютной температуре, и ее зависимость
от давления не учитывается. Последнее обстоятель-
ство обусловлено тем, что в рассматриваемой зада-
че движение газа происходит со скоростями много
меньшими скорости звука, и изменения его давле-
ния малы по сравнению со средним значением этой
величины. На поверхности частицы используют-
ся следующие граничные условия [19, 20]:

(5)

(6)
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(8)

Здесь n – нормаль, направленная от поверхности
аэрозольной частицы в ее внутреннюю область,  –
произвольный единичный тангенциальный вектор,
проведенный из рассматриваемой точки поверхно-
сти,  – коэффициент теплового скольжения га-
за,  – температура газа на бесконечно большом
расстоянии от частицы, которая полагается по-
стоянной заданной величиной,  – постоянная
Стефана–Больцмана,  – интегральная степень
черноты,  – поверхностная плотность внутрен-
них источников тепла. Предпоследнее слагаемое
в (6) учитывает тепловое излучение с поверхности
частицы. Остановимся подробнее на величине 
в (6). Поглощение металлами излучения широко
применяемых технологических лазеров происхо-
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дит в слое порядка 10–7 м [21]. Для крупных аэро-
зольных частиц толщина слоя оказывается много
меньше характерного размера частицы. В этом слу-
чае для описания нагрева частиц при использова-
нии метода конечных элементов удобнее использо-
вать не объемную плотность тепловых источников
в уравнении (2), а учесть поглощение излучения в
уравнении (6). Величина  для данного матери-
ала частицы зависит от угла, под которым излу-
чение падает на поверхность частицы, и от его дли-
ны волны. Для ее расчета используем формулу

(9)
где  – вектор плотности потока электромагнит-
ного излучения, падающего на поверхность ча-
стицы, A – поглощательная способность веще-
ства частицы. Значение A некоторых металлов
для электромагнитного излучения различных
лазеров можно найти в [22]. Отметим, что глуби-
на поглощения излучения мала и для стеклоугле-
рода, т.к. она определяется значением коэффици-
ента поглощения данного вещества, которое того
же порядка, что и для металлов [23].

Рассмотрим коротко процедуру расчета распре-
делений температуры, скорости и давления мето-
дом конечных элементов. В этом методе область, в
которой ищется распределение той или иной ве-
личины, разбивается на множество подобластей.
В результате получается расчетная сетка, на осно-
ве которой генерируется набор базисных функций,
используемых для аппроксимации искомого рас-
пределения. Таким образом, распределение ищется
в виде разложений в ряд по этим функциям с не-
известными коэффициентами. Одним из спосо-
бов нахождения указанных коэффициентов явля-
ется использование слабой формы представления
задачи, которая для системы уравнений (1)–(6)
имеет вид [7]:

(10)

(11)

Здесь    – тестовые функции, последователь-
ная подстановка которых в (10), (11) позволяет по-
лучить системы уравнений для расчета указанных
выше неизвестных коэффициентов, b – характер-
ный размер частицы,  – теплопроводность га-
за при температуре  – граница, совпадающая
с поверхностью частицы,  – конечная область, в
которой ищутся распределения температуры, ско-
рости и давления. Размеры этой области должны
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быть достаточно велики по сравнению с размером
частицы для того, чтобы получаемые в итоге рас-
пределения мало отличалась от распределений для
одиночной частицы в неограниченной среде. Нор-
мированные распределения температуры  ско-
рости  и давления  определяются следующим
образом:

где  – динамическая вязкость при температуре
   – плотность газа при тем-

пературе  T – температура вещества в рассматри-
ваемой точке пространства, которая может нахо-
диться как вне, так и внутри частицы. Остальные
нормированные величины определяются как

где  – теплопроводность вещества в рассматри-
ваемой точке пространства. Использование тиль-
ды над операторами, объемом и площадью указы-
вает, что координаты нормированы на характер-
ный размер b.

В настоящее время имеется ряд компьютерных
программ, позволяющих находить численное ре-
шение исходной системы дифференциальных урав-
нений методом конечных элементов по слабой
форме представления этой системы. Примерами
таких программ являются свободно распростра-
няемые пакеты с открытым программным кодом
freefem++ [24] и NGSolve [25, 26]. В данной рабо-
те использовался пакет NGSolve, но в целях те-
стирования некоторые расчеты повторно прово-
дились и в freefem++. Используя эти или аналогич-
ные программы и следуя процедуре, описанной в
[7], из выражений (7)–(11) при заданном распре-
делении внутренних источников тепла можно по-
лучить распределения скорости и давления газа в
окрестности частицы. Если при расчете полагать,
что на внешней границе рассматриваемой обла-
сти действующая на газ со стороны границы сила
равна нулю, то скорость газа на большом рассто-
янии от частицы по модулю будет равна ее уста-
новившейся скорости фотофореза в системе от-
счета, в которой газ на большом расстоянии от
частицы покоится [7]. С формальной точки зре-
ния силу фотофореза F можно получить, если при
расчете распределений скорости и давления газа
на внешней границе рассматриваемой области
положить равной нулю не силу, действующую на
газ, а скорость газа. В этом случае силу фотофоре-
за можно рассчитать по формуле [17]
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Однако на практике это приводит к слишком
большой погрешности расчета силы. Рассмот-
рим причину этого обстоятельства. Метод конеч-
ных элементов по своей сути является прибли-
женным. Поэтому вследствие ошибок вычисления
получаемые распределения скорости и давления
флуктуируют около некоторых истинных распреде-
лений. При вычислении поверхностных интегра-
лов от функций, содержащих найденные распре-
деления, влияние этих флуктуаций накапливается,
и значения таких интегралов могут вычисляться со
значительной погрешностью. В нашем случае это
приводит к заметному понижению точности рас-
чета сил по формуле (12). Точность расчета можно
повысить, если учесть, что при установившемся
движении сила фотофореза по модулю равна силе
вязкого сопротивления, действующей на частицу.
В данной работе сила фотофореза рассчитывается
как взятая с обратным знаком сила вязкого сопро-
тивления, действующая на неподвижную частицу
при заданной на внешней границе скорости газа.
Последняя полагается равной взятой с обратным
знаком найденной ранее скорости установивше-
гося фотофоретического движения. На поверхно-
сти частицы скорость газа полагается равной
нулю. Распределения скорости и давления ищут-
ся при помощи слабой формы (11). Таким обра-
зом, при вычислении силы вместо граничного
условия (8), в котором используется скорость, вы-
числяемая на основе аппроксимируемого реше-
ния для распределения температуры, мы использу-
ем точно заданное распределение скорости газа на
поверхности частицы и внешней границе расчет-
ной области, что и приводит к уменьшению по-
грешности вычисления силы. Как показали описы-
ваемые ниже тестовые расчеты, такой подход поз-
воляет с достаточной для использования на
практике точностью находить силу фотофореза
для частиц сфероидальной формы.

РАСЧЕТ СИЛЫ ФОТОФОРЕЗА, 
ДЕЙСТВУЮЩЕЙ НА ЧАСТИЦУ 

СФЕРОИДАЛЬНОЙ ФОРМЫ

Конкретизируем описанную выше общую схему
расчета. Будем рассматривать случай, когда частица
нагревается однородным потоком электромагнит-
ного излучения, направленного вдоль оси симмет-
рии сфероида. Считаем, что падающее излучение
поглощается бесконечно тонким поверхностным
слоем частицы. При такой постановке задачи ис-
комые распределения осесимметричны и требо-
вания к вычислительным ресурсам можно много-
кратно снизить, перейдя к цилиндрическим коор-
динатам и сведя трехмерную задачу к двумерной, в
которой все распределения зависят только от по-
лярного радиуса r и аппликаты z цилиндрической
системы координат. Структура расчетной обла-
сти показана на рис. 1. Для удобства отображе-
ния отдельных элементов соотношения их раз-
меров отличаются от реально используемых. Обо-
значим за  расстояние от центра частицы до ее
поверхности вдоль оси z, а через  расстояние от
центра частицы до ее поверхности в направлении,
перпендикулярном этой оси (см. рис. 2). При по-
строении расчетной сетки расстояние  было взя-
то за единицу, а реальное значение этого расстоя-
ния использовалось в качестве характерного раз-
мера в рассмотренных выше формулах. При 
расстояние от центра частицы до границы расчет-
ной области полагалась равным 1000b, а в против-
ном случае – 1000a. Пакеты freefem++ и NGSolve
имеют встроенные средства построения подоб-
ных сеток.

При использовании пакета NGSolve для ап-
проксимации полей температуры и скорости ис-
пользовались полиномы Лежандра пятого поряд-
ка, а для поля давления – четвертого. При исполь-
зовании пакета freefem++ (для дополнительных
тестовых расчетов) использовались полиномы со-
ответственно третьего и второго порядков. Возмож-
ность использования в пакете NGSolve полино-
мов более высоких порядков позволяло прово-
дить вычисления с большей точностью, и поэтому
все представленные ниже результаты получены при

a
b

b

a b≤

Рис. 1. Структура расчетной области.

r

O
z

Рис. 2. Пример сечения рассматриваемой частицы.
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помощи именно этого пакета. Процедура расчета
скорости фотофореза совпадает с описанной в [7]
и здесь не приводится. Расчет полей скорости и
давления газа, на основе которых вычисляется сила
фотофореза, отличается от соответствующего рас-
чета для скорости фотофореза только изменени-
ем граничных условий и поэтому здесь не описы-
вается. Как и в [7], полагалось, что частицы на-
ходятся при температуре  в воздухе,
давление которого на большом расстоянии от них
равно 105 Па, ,  [20].
Для теплопроводности и вязкости воздуха ис-
пользовались следующие аппроксимации [7]:

При анализе полученных результатов исполь-
зовались нормированные величины скорости 
установившегося фотофоретического движения ча-
стицы, действующей на нее силы  вязкого сопро-
тивления и силы  фотофореза, вводимые следу-
ющим образом:

где  – скорость фотофоретического движения
сферической частицы, облучаемой однородным
потоком электромагнитного излучения, поглощае-
мого тонким поверхностным слоем частицы, най-
денная без учета ее нагрева и теплового излучения
с ее поверхности [6], U – скорость фотофоретиче-
ского движения частицы,  – сила вязкого сопро-
тивления, действующая на частицу,  – сила фо-
тофореза, действующая на частицу.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Рассмотрим сначала результаты тестовых расче-

тов, подтверждающих корректность работы разра-
ботанной процедуры. На первом этапе были про-
ведены расчеты в предположении, что влиянием
нагрева частицы на коэффициенты вязкости и теп-
лопроводности можно пренебречь. В этом случае
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точное значение нормированной силы  фото-
фореза, действующей на сферическую частицу,
равно единице. Как показали тестовые расчеты при
различных значениях теплопроводности вещества
частицы, это требование выполняется с точностью
до 0.02%. Для сплюснутых сфероидов сравнение
проводилось с результатами расчетов по аналити-
ческой формуле, полученной в работе [11]. Для зна-
чений отношения a/b в пределах от 1 до 0.1 погреш-
ность не превышала 0.1%. Так как для вытянутого
сфероида соответствующие аналитические форму-
лы отсутствуют, то сравнение проводилось только
для величины силы  вязкого сопротивления с ре-
зультатами работы [17] при a/b = 10. Погрешность
не превышала 0.07%. Указанные тесты показыва-
ют, что предлагаемый метод расчета достаточно
точно учитывает изменение формы частицы. В ра-
боте [13] проведен расчет силы фотофореза медной
сферической частицы радиусом 25 мкм для боль-
ших перепадов температуры с учетом теплового из-
лучения с ее поверхности. Зависимости коэффи-
циентов молекулярного переноса от температуры
описывались степенными функциями, и полага-
лось  Графически представленные в этой ра-
боте данные (в пределах их точности) совпали с ре-
зультатами тестовых расчетов, проведенных в рам-
ках представленного в данной работе метода, что
указывает на применимость предлагаемого мето-
да расчета и для учета зависимостей теплопровод-
ностей и вязкости от температуры.

Так как при расчете силы трения мы считаем те-
чение газа установившимся, то импульс газа не из-
меняется. Поэтому сила, действующая на частицу
со стороны газа, должна быть по модулю равна си-
ле, действующей на газ со стороны внешней грани-
цы. Конечно, в проводимых расчетах значения
этих сил различаются, т.к. вблизи внешней границы
используется более крупная сетка и, как следствие,
расчет силы по этой границе идет с большей по-
грешностью. Разность между указанными сила-
ми можно использовать как верхнюю границу воз-
можной погрешности расчета. Как показали опи-
санные выше тесты, погрешность расчета силы
фотофореза всегда оказывалась много меньше, чем
оценочная погрешность на основе разности ука-
занных сил.

Для иллюстрации возможностей предложенной
вычислительной схемы был проведен ряд расчетов
силы фотофореза для сфероидальных частиц меди
и стеклоуглерода. Для теплопроводности меди в ин-
тервале от 300 до 1200 K использовалась аппрокси-
мация [7]

Теплопроводность стеклоуглерода в интервале
от 300 до 600 K вычислялась при помощи зависимо-
сти, экспериментально полученной в работе [277]:
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При значениях температуры выше 600 K начи-
нается медленное горение частиц стеклоуглерода в
воздухе, и поэтому расчеты при T > 600 K не прово-
дились.

Из формул (9)–(11) следует, что при заданной
температуре на бесконечности, σ1 = 0 и одинако-
вых значениях Awb частицы одинаковой формы
имеют одинаковую среднюю температуру, одина-
ковую нормированную скорость и на них действу-
ют одинаковая нормированная сила вязкого сопро-
тивления и одинаковая нормированная сила фото-
фореза. Сказанное иллюстрирует табл. 1, в которой
приведены результаты расчетов для сферических
частиц меди. Видно, что при изменении интеграль-
ной степени черноты от 0 до 1 нормированные зна-
чения сил изменяются максимум на несколько про-
центов. Из сказанного выше также следует, что в тех
случаях, когда тепловым излучением с поверхности
частицы можно пренебречь, нормированное значе-
ние силы фотофореза является функцией от норми-
рованной силы вязкого сопротивления. Тот факт,
что такая зависимость между указанными силами
при поверхностном поглощении электромагнитно-

( )p
1 Втκ 0.0107   0.9859 .
K м К

T= −

го излучения, действительно, выполняется с доста-
точной для практических применений точностью,
подтверждается экспериментальными данными ра-
боты [28], в которой проводились измерения силы
фотофореза и силы вязкого сопротивления для
сферических частиц стеклоуглерода диаметром от
65 до 150 мкм в азоте. Использование азота позво-
лило по оценкам авторов этой работы достигать
температуры в 1200 К. Поэтому в дальнейших рас-
четах полагалось σ1 = 0.

На рис. 3–5 показаны соответственно зависи-
мости от величины Awb средней температуры по-
верхности сфероидальных медных частиц с раз-
ными значениями величины a/b, действующих на
них нормированных сил вязкого сопротивления
и фотофореза.

На рис. 6 показаны зависимости от величины
Awb действующей на частицы стеклоуглерода си-
лы фотофореза. Зависимости от величины Awb
средней температуры поверхности частицы стек-
лоуглерода и действующей на нее силы вязкого
сопротивления не приводятся, т.к. они практиче-
ски неотличимы от соответствующих зависимостей
для частиц меди. Значения силы фотофореза указа-
ны только до температур близких к 600 К (как уже
упоминалось, при бóльших температурах начина-
ется их горение в воздухе).

Рисунки 5, 6 показывают, что нормированные
значения силы фотофореза растут с ростом Awb, что
объясняется в основном ростом вязкости газа с по-
вышением температуры. Кроме того, чем больше
отношение a/b, тем быстрее растет сила фотофоре-
за, несмотря на то, что температура частицы, как
видно на рис. 3, растет тем быстрее, чем меньше от-
ношение a/b. Это указывает на то, что увеличение
вязкости газа вблизи вытянутых частиц, вследствие
повышения их температуры, оказывает большее

Таблица 1. Температура поверхности сферической ча-
стицы меди, ее нормированная скорость и нормиро-
ванные значения действующих на нее сил вязкого со-
противления и фотофореза при разных значениях ве-
личин Aw, b, σ1

Aw, 106 Вт/м2 b, мкм σ1  К

4 25 0 858 1.82 1.76 3.21
2 50 0 858 1.82 1.76 3.21
4 25 1 846 1.81 1.74 3.15
2 50 1 835 1.80 1.73 3.11

p,T U� dF� pF�

Рис. 3. Средняя температура поверхности частицы
меди в форме сфероида при a/b = 0.1 (1), 1 (2), 10 (3).
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Рис. 4. Нормированная сила вязкого сопротивления,
действующая на частицу меди в форме сфероида при
a/b = 0.1 (1), 1 (2), 10 (3).
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влияние на увеличение силы фотофореза, чем в слу-
чае сплюснутых частиц. Особенно хорошо это вид-
но на рис. 6, на котором каждая кривая описывает
изменение силы фотофореза от температуры 300 К
до температуры, близкой к 600 К. В этом отноше-
нии показательно поведение кривой 1, которое по-
казывает, что для сильно сплюснутой частицы уве-
личение силы фотофореза, вследствие увеличения
вязкости газа, может быть практически полностью
компенсировано уменьшением этой силы вслед-
ствие роста теплопроводности ее вещества.

ВЫВОДЫ

Метод конечных элементов позволяет исследо-
вать влияние формы крупной аэрозольной частицы
на действующую на нее силу фотофореза при про-

извольных зависимостях кинетических коэффи-
циентов от температуры. Расчеты, проведенные для
частиц стеклоуглерода и меди, показывают, что на-
грев частиц оказывает более существенное влия-
ние на эту силу, чем на скорость их фотофореза. Из
результатов расчетов также следует, что для сплюс-
нутых частиц увеличение интенсивности падаю-
щего на них электромагнитного излучения приво-
дит к большему относительному увеличению фото-
форетической силы, чем для вытянутых частиц,
несмотря на то, что температура сплюснутых ча-
стиц при этом растет быстрее.
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Рис. 5. Нормированная сила фотофореза, действую-
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