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В аналитических расчетах второго порядка малости по безразмерной амплитуде  осцилляций неза-
ряженной электропроводной капли во внешнем электростатическом поле найдено аналитическое
выражение для интенсивности ее дипольного электромагнитного излучения, связанного с осцилля-
циями, позволяющее исследовать зависимость интенсивности излучения от физических парамет-
ров задачи. Такая задача представляет интерес в связи с проблемой радиолокационного зондирова-
ния таких метеорологических объектов как облака, туманы и смерчи. Исследована временная эво-
люция интенсивности электромагнитного излучения и ее компонент: величины индуцированного
заряда и дипольного момента, капли. Во втором порядке малости по квадрату отношения характер-
ного линейного размера капли к длине излучаемой волны оценена интенсивность дипольного из-
лучения. Она оказалась на величину  больше интенсивности, получаемой в линейных по  расче-
тах. Однако, квадратичная по  поправка к интенсивности излучения от капли реализуется в другом
интервале частот, что влияет на спектр электромагнитного излучения.
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ВВЕДЕНИЕ
В нижеследующем рассмотрении в аналитиче-

ских асимптотических расчетах второго порядка
малости по безразмерной амплитуде осцилляций
рассчитывается интенсивность дипольного элек-
тромагнитного излучения незаряженной элек-
тропроводной капли, совершающей нелинейные
осцилляции конечной амплитуды во внешнем
электростатическом поле.

Хорошо известно, что на поверхности незаря-
женной электропроводной капли, помещенной
во внешнее электростатическое поле, появляют-
ся индуцированные полем заряды противопо-
ложных знаков: отрицательные на стороне капли,
обращенной к полю, и положительные на проти-
воположной [1]. В капле жидкости всегда суще-
ствуют капиллярные волны, связанные с тепло-
вым движением молекул [2], приводящие к иска-
жению равновесной в электростатическом поле
формы капли, которая будет примерно сферои-

дальной [3, 4]. Капиллярные волны, отличаются
от обычных гравитационных только тем, что име-
ют существенно меньшие длины и реализуются
не под действием силы тяжести, а под влиянием
сил поверхностного натяжения (капиллярных
сил). Амплитуда тепловых капиллярных волн (ре-
ализующихся в капле) весьма мала: , где

– постоянная Больцмана,  – абсолютная тем-
пература,  – коэффициент поверхностного на-
тяжения [2]. Для всех жидкостей, включая жид-
кие металлы, их амплитуда не превышает .
Но для нижеследующего рассмотрения важно,
что индуцированные в капле внешним электро-
статическим полем заряды, двигаясь ускоренно
вместе с поверхностью осциллирующей капли,
будут излучать электромагнитные волны [1, 5–7].

Теория излучения электромагнитных волн при
ускоренном движении электрических зарядов хо-
рошо развита [8, 9]. Полное электромагнитное

ε

ε∼ ε
ε

Tκ σ∼

κ T
σ

0.1 нм

УДК 534.1:551.501.8:551.594



142

КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 84  № 2  2022

ГРИГОРЬЕВ и др.

излучение системы ускоренно движущихся заря-
дов набольших расстояниях от излучающей си-
стемы согласно мультипольным представлениям
[8, 9] можно представить в виде суммы диполь-
ной, квадрупольной и магнитно-дипольной ком-
понент. Эти компоненты значительно различа-
ются по интенсивности. Так, для капли воды,
осциллирующей во внешнем однородном элек-
тростатическом поле, интенсивность дипольного
излучения от капли примерно в  раз превыша-
ет интенсивность квадрупольного излучения, а
также магнитно-дипольного [10].

В теории электромагнитного излучения вво-
дится малый параметр  – квадрат отношения ха-
рактерного линейного размера системы к длине
излучаемой волны [8, 9]. Именно по нему и ведет-
ся разделение всего излучения на мультипольные
компоненты.

Для осциллирующей капли проводящей жид-
кости, имеющей индуцированные заряды, следует
использовать еще один малый параметр:  – от-
ношение амплитуды осцилляций к радиусу капли.

Проблема существования самого факта нали-
чия электромагнитного излучения от осцилли-
рующей капли в грозовом облаке была впервые
поставлена в [5] в связи с изучением электро-
магнитных помех от конвективных облаков и их
дистанционного электромагнитного зондирования
[11–13]. В [5] же был предложен способ оценива-
ния его интенсивности на модели осциллирую-
щей и излучающей заряженной капли идеальной
жидкости, исходя из решения электрогидродина-
мической задачи об осцилляциях заряженной
капли и закона сохранения энергии.

В [14] была рассмотрена задача о расчете ин-
тенсивности дипольной компоненты полного из-
лучения от осциллирующей заряженной капли в
электростатическом поле, а в [15] решена задача о
расчете интенсивности квадрупольной компо-
ненты полного излучения. В настоящей работе, в
рамках асимптотического аналитического подхо-
да, на модели капли идеальной несжимаемой
электропроводной жидкости во втором порядке
малости будет проведена качественная оценка
интенсивности дипольной компоненты полного
излучения от незаряженной капли, осциллирую-
щей в электростатическом поле грозового облака.

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

1. Постановка задачи. Пусть дана незаряжен-
ная осциллирующая капля идеальной, несжимае-
мой, идеально проводящей жидкости с плотно-
стью , в однородном электростатическом поле
напряженностью . Предположим, что окружа-
ющая для капли среда может моделироваться ва-
куумом, а ее объем равновелик объему сферы ра-
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диуса . Равновесная форма капли в электроста-
тическом поле в линейном приближении по
амплитуде стационарной деформации может
считаться сфероидальной [16]. Такой сферои-
дальной каплей будем моделировать каплю в гро-
зовом облаке.

Численные величины размеров капель и на-
пряженностей внутриоблачных электрических
полей, необходимых для проведения качествен-
ных оценок, будем брать согласно [17, 18].

Все расчеты задачи будем проводить в сфери-
ческой системе координат  с началом в
центре масс капли в безразмерных переменных,
в которых  (ε0 – электри-
ческая постоянная). Остальные величины задачи
будут выражены в долях своих характерных зна-

чений: , ,

, , .
Равновесный эксцентриситет капли (отноше-

ние межфокусного расстояния сфероидальной
капли к длине ее большой оси) в указанных без-
размерных переменных определится выражением

, т.е.  [16]. Уравнение образующей

равновесной сфероидальной поверхности капли
запишется в виде:

(1)

 – символ порядка [19]; 

второй полином Лежандра [8, 16]. Сфероидаль-
ную равновесную форму капли и будем использо-
вать в дальнейших качественных расчетах.

Строго говоря, в квадратичном приближении
по  имеет место отклонение равновесной формы от
сфероидальности, пропорциональное третьему по-

линому Лежандра 

[16]. Но, во-первых, амплитуда такого отклоне-
ния весьма мала (меньше на порядок по сравне-
нию с поправкой, пропорциональной второму
полиному Лежандра), а, во-вторых, выгода ис-
пользования сфероидальной формы в аналитиче-
ских расчетах очевидна: для такой формы имеют-
ся готовые аналитические решения для распреде-
ления электрического потенциала в окрестности
капли в разных ситуациях [20–22].

Следует отметить, что квадратичная по  по-
правка к асимптотически точному решению пер-
вого порядка по  имеет место в другом интервале
частот, по сравнению с решением первого поряд-
ка. Хотя такая поправка будет не совсем коррект-
на (в соответствии со сказанным в предыдущем
абзаце), ее следует учесть уже хотя бы потому, что
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в общей интенсивности излучения она будет в
 раз превышать интенсивность квадрупольно-

го и магнитно-дипольного излучений [10].
Пусть в начальный момент времени  рав-

новесная сфероидальная форма капли с эксцен-
триситетом  претерпевает виртуальное осесим-
метричное возмущение  фиксированной
амплитуды. Отношение  к радиусу 
(в размерном виде) будем использовать в качестве

малого параметра: .

Т.к. начальное возмущение равновесной по-
верхности капли осесимметрично очевидно, что
такая симметрия сохранится и при , а урав-
нение ее образующей в сферической системе ко-
ординат с началом в центре масс капли в безраз-
мерных переменных будет иметь вид:

(2)

Движение жидкости в капле будем полагать
потенциальным и примем, что поле скоростей
движения жидкости в капле 
полностью определяется функцией потенциала
скорости  [23]. Поскольку течение жидко-
сти в капле генерируется возмущением поверхно-
сти, то величина поля скоростей течения жидко-
стей имеет тот же порядок малости, что и ампли-
туда капиллярных волн в капле. Иначе говоря,
все три указанные величины имеют один и тот же
порядок малости: .

Математическая формулировка задачи об элек-
тромагнитном излучении незаряженной капли во
внешнем электростатическом поле имеет вид:

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

где  – электрический потенциал [9];  –
постоянный вдоль поверхности капли электриче-
ский потенциал;  – единичный орт координаты z.

Для замыкания выписанной системы введем
интегральные условия: неизменности полного
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объема (следствие несжимаемости жидкости),
неподвижности центра масс, а также условие не-
заряженности капли.

(9)

(10)

 – единичный вектор внешней нормали к поверх-
ности капли;  и  – объем и площадь поверхно-
сти капли, получающиеся вращением вокруг ее
оси симметрии образующей, определенной соот-
ношением (2); закономерности изменения углов

 и  определены (9) и (10).
Начальные условия в общем случае задаются в

виде начальной деформации равновесной сферо-
идальной формы капли и равенства нулю началь-
ной скорости движения поверхности

(11)

где  – множество значений номеров изначально
возбужденных мод осцилляций;  – полином
Лежандра -ого порядка,  – целое число,

.
В выражениях (6)–(11) введены обозначения:
 – перепад постоянных давлений внутри капли

и вне капли в состоянии равновесия,  – вектор

напряженности электрического поля,  –

давление электрического поля,  – ка-
пиллярное давление (можно отметить, что , со-
гласно [23], стр. 334 – лапласовское давление,
определяемое как произведение коэффициента
поверхностного натяжения на удвоенную сред-
нюю кривизну поверхности жидкости в данной
точке, которая определяется как дивергенция 
[24, стр. 179]),  – единичный вектор внешней
нормали к поверхности жидкости, описываемой
выражением (2),  – коэффициенты, определяю-
щие парциальный вклад -ой колебательной мо-
ды в суммарное начальное возмущение,  и  –
константы (амплитуды нулевой и первой мод
осцилляций), равные нулю в расчетах первого
порядка, и определяемые в расчетах второго по-
рядка малости по  из условий постоянства объе-
ма и неподвижности центра масс в начальный
момент времени и с точностью до слагаемых 
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(12)

где  – символ Кронекера.

Отметим, что в сформулированной задаче
имеются два малых параметра: квадрат эксцен-
триситета капли  и безразмерная амплитуда

. Согласно [25, 26] свободно пада-

ющие осциллирующие капли дождя совершают
сфероидальные осцилляции с амплитудой до ше-
стидесяти процентов величины от радиуса. Ины-
ми словами, целесообразно рассмотреть ситуа-
цию, когда малые параметры  и  имеют один
порядок величины . Это несколько упро-
стит громоздкие вычисления, но сузит область
применимости полученных результатов, что для
проводимой качественной оценки представляет-
ся несущественным. Ограничивая рассмотрение
поставленной задачи квадратичным приближе-
нием, нижеследующие расчеты проведем с сохра-
нением слагаемых  и . Для определенно-

сти положим , сводя в таком случае задачу к
одному малому параметру .

Основанием для принятия предположения,
сделанного в предыдущем абзаце, является то,
что напряженность внутриоблачного электроста-
тического поля, как правило, мала [18], стр. 440,
табл. 1. Но напряженность электростатического
поля определяет величину эксцентриситета ка-
пель, которые малы в свою очередь. Таким обра-
зом, квадрат эксцентриситета  может быть срав-
ним по величине с безразмерной амплитудой мод
осцилляций облачной капли , обдуваемой вос-
ходящим потоком воздуха.

Учитывая, что отклонение равновесной сфе-
роидальной формы капли от сферической связано с
наличием электрического поля, примем .
Таким образом, в дальнейших расчетах электри-
ческого потенциала в окрестности возмущенного
заряженного сфероида во внешнем поле и вели-
чины индуцированного заряда на возмущенной
поверхности капли потребуем учесть слагаемые
порядка . Эти слагаемые связанны с нели-
нейным взаимодействием возбужденных колеба-
тельных мод, как со стационарной деформацией
капли , так и между собой,
а также со стационарной деформацией капли

.
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Введем формальные параметры  и  в соот-
ветствии со следующими выражениями: ,

, чтобы иметь возможность в конечных
выражениях разделить вклады от  и . В окон-
чательном результате, чтобы избавиться от фор-
мальных обозначений, положим .

2. Асимптотические разложения искомых вели-
чин. Будем решать задачу с точностью до  мето-
дом многих временных масштабов [19]. Искомые
функции , ,  представим в виде
рядов по степеням  и будем считать зависящими
не просто от времени , а от разных его масшта-
бов, определенных как , где  целое чис-
ло: :
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му  потенциалам, удовлетворяющие гра-
ничным условиям (4), (5), а также поправки к
равновесной форме поверхности капли 
запишем в виде рядов по полиномам Лежандра:

(15)

(16)

(17)

3. Задача первого порядка малости по . В пер-
вом порядке малости по  для определения ам-
плитудных коэффициентов ,  в решениях
(15), (17) (при ) из уравнений (6), (7), (9) по-
лучается система:

(18)
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Для нахождения коэффициентов 
при  необходимо решить однородное диф-
ференциальное уравнение второго порядка:

(20)

где  – частота собственных осцилляций по-
верхности незаряженной сферы.

Решением уравнения (20) являются гармони-
ческие функции по времени  с коэффициента-
ми, зависящими от времени :
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(23)

По полученным выражениям для искомых ве-
личин , ,  можно найти анали-
тическое выражение для интенсивности диполь-
ного излучения незаряженной капли, осциллиру-
ющей во внешнем электростатическом поле, в
первом порядке малости, как это было продела-
но, например, в [10]. Но поскольку цель работы в
определении нелинейной поправки, обнаружи-
ваемой в квадратичном приближении по малому
параметру, то далее будем решать электрогидро-
динамическую задачу второго порядка малости
по ε.

5. Задача второго порядка малости по ε. Для
определения поправок второго порядка малости
к найденному решению (т.е. для отыскания функ-
ций , ) приведем систему уравне-
ний, получающуюся из (6)–(10) приравниванием
слагаемых при :

(24)

Подставляя в систему уравнений (24) разложе-
ния (15) при m = 1; 2 и решение порядка 3/2
из (23), получим выражения для коэффициентов

,  в виде:

(25)

где  – коэффициенты Клебша−Гордана
[27], отличные от нуля, только когда индексы
удовлетворяют соотношениям ,

 – четное и .

Используя решение первого порядка (21), за-
пишем неоднородное дифференциальное урав-
нение для определения амплитудных коэффици-
ентов  при  в виде:

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

3 2 3 2
0 0

3 2
0

1 1
1 1 0 1 1 1 0 1

0, 0,

3

, , , 1 ,

1 , .
2 1 2 1

s

n E

n n n n

n n

F T

F T

M T T M T T n

n n
n n

+ −
− − + +

+ −

= Φ =

= β

× μ + μ ≥
+μ = μ =
+ +

×

( ),tξ θ ( ),r tψ � ( ),r tΦ �

( ) ( )2 ,tξ θ ( ) ( )2 ,r tψ �

2ε

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 2 12

2
0 1

1 1
1

2 1 12
1 2

0 1 0
2 1 1

1

2 1 12
2

0

2 1 12

0

1:

,

2 2 1

2 4

3

ˆ ˆ

ˆ ,

3( ) 2 sin 0,

2 3( ) 2

e e

e E

e

e

e

r

T T r r
h

h

h P
T T r T

L L

h L

P d

P

θ θ

θ
π

π

=

∂ξ ∂ξ ∂ψ ∂ ψ+ = + ×
∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ θ∂ξ ∂ψ × ξ + β θ − + β   ∂θ ∂θ ∂θ 

∂ψ ∂ψ ∂ ψ  − − − ξ + β θ + = ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ξ + ξ + ξ

+ β θ − ξ

 ξ + ξ + β ξ μ θ θ = 

ξ + ξ + β

+

ξ



 ( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

2

3 2
22 12

1 1

cos sin 0,

3 6 .
4E E E

d

P P P
r

 μ θ θ θ = 

 ∂Φ= − β μ + β μ ξ π ∂ 

( ) ( )2
0nM T ( ) ( )2

0nD T

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ]
( ) ( ) ( )

22 1
0 0 0 1

0

1
2 0 1

2
1 0

0

1 1 1
1 0 1 0 1 3 0 1

2 2
0 0 0

2 1
0 0 1

0
0 1

, , , ,
0 0

1
10 1

0
0

1 ,
2 1

2 , ,
15

9
2 1 2 1

9, , , ,
35

0,

,1 1
3

1

,1

k
k

e

k

k k e

n

n n
e

m k n m k n
m k

m
k

M T M T T
k

M T T

kM T
k k

M T T M T T M T T

D T D T

M T M T T
N

n T T

m m K

M T T
M T

m T

∞

=

∞

=

−

∞ ∞

= =

= − −
+

− β

= − ×
+ −

× − β

= =
∂ ∂= + + β − ∂ ∂

− − − α ×

∂×
∂







( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1
2 0 1 2, 2,

0 2, 2,
0

1
2, ,0 1

2, ,
0

1
2 0 1 2, 2,

2, 2,
0

20
, , 0, 0

0 0
, , 0, 0 1, 1

, , 1 ,

,
1

2

,
1

,
3 ,

,

2

,1 1

n n n
n n

n nn
n n

n n n
n n

n
m k n k m

n n
m k n m k m k

T n

M T T
N K n

T n

M T T
K n

T n

M T T
K n

T n

K C

m m k k C C

+ +
+

− −
−

−

 ≥


∂ α 
= − + + ∂ + 

α∂  + − − + ∂  

∂ α 
+ − − ∂ − 

 =  

α = − + +

,
nq
mk lpC

m l n m l− ≤ ≤ +
m l n+ + k p q+ =

( ) ( )2
0nM T 2n ≥



КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 84  № 2  2022

КАПИЛЛЯРНЫЕ ВОЛНЫ И ДИПОЛЬНОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ 147

(26)

Горизонтальная черта сверху над  в (26) обо-
значает комплексное сопряжение.

Требование исключения из решений уравне-
ния (25) секулярных членов показывает, что 
не зависит от времени  и  линейно зависит
от :

, где  – константа, опре-

деляемая из начальных условий.
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Следовательно, общее решение уравнения (26)
при  будет представлено в виде:

(27)

Начальные условия (11) после подстановки в
них разложений (13) превратятся в систему урав-
нений для функций первого и второго порядков
малости:

позволяющую определить действительные кон-
станты , , ,  в решениях (21), (27).

Удовлетворяя начальным условиям в первом
приближении по , получим:
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В итоге, используя выражения (28), (29), запи-
шем амплитуды первого и второго порядков ма-
лости в решении (17) для формы возмущенной
поверхности капли:

(30)

Таким образом, используя (2), (13), (17), получим
аналитическое выражение, описывающее форму
возмущенной поверхности незаряженной капли,
осциллирующей во внешнем электростатическом
поле, с точностью до слагаемых второго порядка
малости в виде:

(31)

где амплитудные коэффициенты  опреде-
ляются по (30).

6. Задача порядка 5/2 по ε. Для нахождения ко-

эффициентов  в решении (16) приведем си-
стему уравнений, получающуюся из условий (8),

(10) путем группировки слагаемых :
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(32)

Здесь  – поправка порядка малости 5/2
к величине потенциала поверхности капли.

Подставляя в (32) разложения (17) при m = 1; 2
и решение (16) при k = 3/2; 5/2, получим выраже-
ния для  в виде:

(33)

где числовые коэффициенты – , завися-
щие только от , приводятся в приложении.
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сти нелинейно осциллирующей проводящей кап-
ли, по известной формуле:

(34)

где  определяется соотношением (30).

Подставляя в (34) разложение (13), с учетом
(2), (14), а также вектор нормали к возмущенной
поверхности капли в виде разложения по степе-
ням малого параметра  с точностью до слагаемых

:

(35)

получим поверхностную плотность индуциро-
ванного заряда с точностью до слагаемых :

В (35)  и  – орты сферической системы ко-
ординат.

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )

,

,

,
,

4
1 , , ,

4
,

n

r r t

r r t

E r t
r t

n r t r t

= θ

= θ

ν = =
π

= − ∇Φ
π

�

�

� � �

( ),r tθ

ε
5 2ε∼

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21
2

1

12

1 2

,1, 1
2

,

,

,
,

,

e r

e

e

e

h t
n r t e

h t

t h

h t t
eθ

  ∂ θ ∂ξ θ
 = − ε β + + ∂θ ∂θ   

  ∂ θ ∂ξ θ+ −ε β + +  ∂θ ∂θ  

+ ε ξ θ + β θ

  ∂ θ ∂ξ θ ∂ξ θ × β + −  ∂θ ∂θ

 ×

∂θ   

� � �

�

5 2ε∼

( ) ( ){

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 2
1

3 2
1

3 1

5 2
5 2

1

1
1 3

3 2 3 22

2

2
22

1

3 2

21
1 2

1
1 1

1, 3
4

16
5

2 15
5

1
3

3 4( )

6

1
2

3

E

E e

E

E e

E

E

r t P

P P
r

P
r

P P

P
P

r

P

P

ν = ×β ε μ + ε
π

 ∂Φ× β β μ − ξ μ − + ∂ 

 ∂Φ+ ε − − β μ + ∂

+ β β − μ + μ ξ +


∂ μ ∂Φ ∂ Φ+ − μ + ∂θ ∂θ ∂ 

 ∂
 + β μ +
 ∂θ 

∂ μ∂ ∂∂Φ+

ξ

 

− β

ξξ −  


∂θ



ξ
∂

ξ
θ ∂θ

�

( ) ( )3 22

1
2

1

.
rr =

 ξ
 

 

∂ Φ+
∂θ ∂

re� eθ
�

Учитывая вид функций  и 
из (31) и решение для поправок порядков 3/2 и
5/2 к электрическому потенциалу:

(36)

запишем поверхностную плотность заряда в виде
разложения по полиномам Лежандра:

(37)

Числовые коэффициенты – , завися-
щие только от , и , , зависящие от 
и , приводятся в приложении, чтобы не загро-
мождать изложение тривиальными выражениями.

Из вида выражения (37) следует, что в отсут-
ствии возмущения поверхностная плотность ин-
дуцированного заряда определяется двумя пер-
выми слагаемыми в фигурных скобках.

8. Величины индуцированных зарядов. Величи-
ны разноименных индуцированных зарядов каж-
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(38)

Здесь  – положительный и  – отрицатель-
ный индуцированные заряды, а  задано (30).

Разложение для индуцированного заряда ве-
дется по полуцелым степеням параметра , по-
скольку . Таким образом, определим (38)
с точностью до слагаемых порядка .

В силу симметрии распределения индуциро-
ванного заряда капли относительно экваториаль-
ной плоскости рассмотрим положительно заря-
женную половинку возмущенной сфероидальной
капли .

Подставляя в (38) поверхностную плотность
заряда (37), вектор нормали (35) и форму возму-
щенной поверхности капли (31) и интегрируя по-
лученное выражение по поверхности , найдем
величину положительного индуцированного за-
ряда в виде разложения по степеням малого пара-
метра  с точностью до слагаемых :

(39)

где числовые коэффициенты , , зави-
сящие только от , и , , от , , ,
в виду их громоздкости, приведены в приложении.

В итоге, учитывая выражения для амплитуд-

ных коэффициентов  и  из (30) и пе-
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реходя от формальных параметров ,  физиче-
ским обозначениям, получим аналитическое вы-
ражение для разноименных индуцированных
зарядов в размерном виде:

(40)

где  записан со знаком минус. Зависимость ве-
личины индуцированного в капле заряда от вре-
мени приведена на рис. 1а–б в размерном виде.
Отметим, что в размерном виде будут представле-
ны и все последующие графики.

Рисунки “а” и “б” рассчитаны для разных ве-
личин радиусов капли потому, что изменение ра-
диуса приводит к заметным количественным из-
менениям рисунков, как по оси ординат, так и по
оси абсцисс. На этот факт необходимо обратить
внимание потому, что он влияет и ширину и на
интенсивность излучения из реального облака.

Числовые (зависящие только от ) коэффици-

енты – , и коэффициенты –
, зависящие помимо , ,  от начальных

амплитуд , , , приведены в приложении.
На рис. 2а–б для иллюстрации приведена

зависимость от времени  отклонения величины
положительного индуцированного заряда капли

 от его стационарного значения  =

. Видно, что асимптотиче-

ские расчеты второго порядка малости по  при-
водят к незначительной нелинейной поправке к
величине .

9. Модель осциллирующего диполя. Разноимен-
ным равным по величине индуцированным заря-
дам  и  поставим в соответствие равновеликие
точечные заряды (величина которых зависит от
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на некоторое расстояние, меньшее диаметра кап-
ли. Эти заряды поместим на оси симметрии сфе-
роида в положениях “эффективных” центров по-
ложительного и отрицательного зарядов, опреде-
ленных соотношениями:

При капиллярных осцилляциях поверхности
сфероида будет осциллировать величина “эффек-
тивного” индуцированного заряда и расстояние
между центрами “эффективных” индуцирован-

( )
1,2 1,2

.1 1
q r

S S

R t rdq re dq
q q± ± ±

± ±
= = 

�

� �

ных зарядов. В результате получим “эффективный”
диполь:

(41)

который будет осциллировать, и излучать при
этом электромагнитные волны в соответствие с
известным выражением [8, 9]:
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В соответствие с (42) аналитическое выраже-
ние для интенсивности электромагнитного излу-
чения единичной капли с учетом (41) легко выпи-
сать. Для этого необходимы лишь аналитические
выражения для радиус-векторов смещения “эф-
фективных” центров индуцированных зарядов
сфероидальной капли .

Заметим, что разложения для смещения цен-
тров разноименных индуцированных зарядов ве-
дутся по целым степеням малого параметра , по-
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Рис. 1. Зависимость величины положительного инду-
цированного заряда капли  в электростатиче-
ском поле от времени  при начальном возбуждении
равновесной формы поверхности капли возмущени-

ем вида , ,

кг/м3,  В/см ( ). Кривая 1
соответствует линейным осцилляциям капли, кривая
2 – нелинейным осцилляциям. (а)  мкм,
(б)  мкм.
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Рис. 2. Зависимость от времени  отклонения величи-
ны положительного индуцированного заряда капли

 в электростатическом поле от его равновесной
величины, рассчитанная при тех же прочих зна-
чениях физических величин, что и на рис. 1.
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этому дальнейшие расчеты  проведем с точ-

ностью до слагаемых порядка .
Для определения положения “эффективного”

центра индуцированного заряда половинки кап-
ли учтем, что радиальный орт  сферической си-
стемы координат связан с ортами декартовой си-
стемы координат , , :

(43)

Поскольку вектор напряженности электриче-
ского поля направлен вдоль оси , то смещение
центров разноименных индуцированных зарядов
капли в плоскости  не происходит

Учитывая соотношение (43), определим про-
екцию вектора смещения центра положительного
индуцированного заряда вдоль оси  в виде:

Вычисляя интеграл по половинке сфероида 
с учетом (31), (35), (37) и подставляя в получивше-
еся соотношение величину положительного ин-
дуцированного заряда из (39), определим  в ви-
де разложения по степеням малого параметра 

с точностью до слагаемых порядка :
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, зависящие от , , , приведены в при-
ложении.

Наконец, используя выражения для амплитуд

 и  из (30) и переходя от формальных
параметров ,  физическим обозначениям,
определим положение “эффективного” центра
положительного индуцированного заряда капли
в размерном виде:

(44)

Числовые коэффициенты – , зави-
сящие только от , и коэффициенты –

, зависящие помимо , ,  от начальных
амплитуд , , , , в виду их чрезвычайной
громоздкости приводятся в приложении.

На рис. 3а–3б для иллюстрации приведена за-
висимость смещения центра положительного
индуцированного заряда капли  от его

стационарного равновесного положения  =

 от времени . Несложно видеть, что

нелинейная поправка к величине , найден-
ного в расчетах первого порядка малости, не дает
существенный вклад в величину .

Аналогичным образом для второй половинки
сфероидальной капли найдем аналитическое вы-
ражение положения “эффективного” центра от-
рицательного индуцированного заряда в размер-
ном виде:
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где функция  в (44) отличается знаком от 
лишь для нечетных значений изначально возбуж-
денных колебательных мод .

Подставляя (40), (44), (45) в (41), найдем про-
екцию вектора дипольного момента на ось :
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Рис. 3. Зависимость от времени  смещения центра
положительного индуцированного заряда капли

 от равновесного значения, рассчитанная при
тех же прочих значениях физических величин, что на
рис. 1. Кривая 1 соответствует  при линейных
осцилляциях капли, кривая 2 – при нелинейных ос-
цилляциях. (а)  мкм, (б)  мкм.
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На рис. 4а–4б приведена зависимость от вре-
мени  проекции  дипольного момента на
ось z. Видно, что нелинейные осцилляции капли
дают небольшую поправку к величине , свя-
занной с линейными осцилляциями капли.

В частности, из рис. 5 несложно видеть, что
поправка второго порядка малости по  к вели-

чине стационарного значения 

×  в (46) определяется более вы-

сокими частотами, чем поправка первого порядка
малости.

На рис. 6 и рис. 7 приведены зависимости ча-
стот осцилляций капли для линейной и нелиней-
ной поправок к величине  от радиуса капли.
Видно, что с ростом размера капли частоты ее ос-
цилляций убывают по примерно гиперболиче-
скому закону.

На основе (42) с учетом (46), заменяя в функ-
циях косинусы и синусы на их максимальные
значения, для проводимого качественного анали-
за, получим аналитическое выражение для ин-
тенсивности дипольного излучения нелинейно
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осциллирующей незаряженной капли во внеш-
нем электростатическом поле в размерном виде:
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Рис. 4. Зависимость от времени  величины проекции  дипольного момента на ось z, рассчитанная при тех же про-
чих значениях физических величин, что на рис. 1. Кривая 1 соответствует  при линейных осцилляциях капли,
кривая 2 – при нелинейных осцилляциях. (а)  мкм, (б)  мкм.
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Из (47) можно оценить величину интенсивно-
сти фонового шумового электромагнитного излу-
чения от различных жидко-капельных систем ис-
кусственного и естественного происхождения,
например таких, как конвективные облака.

Осцилляции большой амплитуды облачных
капель могут быть вызваны различными причи-
нами: коагуляцией; дроблением на более мелкие
в результате процессов столкновения или в резуль-
тате реализации электростатической неустойчи-
вости; гидродинамическим и электрическим
взаимодействием близко пролетающих капель;
аэродинамическим взаимодействием с развитой
мелкомасштабной турбулентностью, характер-
ной для грозовых облаков. Амплитуды колебаний
облачных капель, согласно данным натурных на-
блюдений [25, 26], могут достигать десятков про-
центов от радиуса капли. При нижеследующих
оценках будем принимать безразмерную ампли-
туду осцилляций  равную . Величина пара-
метра Тейлора  для капель в суще-
ствующих в грозовых облаках электростатиче-
ских полях [18] много меньше критического
значения параметра  [4], т.е. большая часть об-

ε 0.1
2

0 04w E R= πε σ

крw лачных капель находится весьма далеко от преде-
ла неустойчивости по отношению к индуциро-
ванному заряду.

На рис. 8 приведена рассчитанная по (47) зави-
симость интенсивности излучения  от величины
напряженности внешнего электрического поля .

I
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Рис. 6. Зависимость от радиуса капли частоты ее ос-
цилляций  для поправки первого порядка малости
по  к , рассчитанная при тех же прочих значени-
ях физических величин, что и на рис. 1.
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к величине стационарного значения , рассчитан-
ная при тех же прочих значениях физических вели-
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Видно, что с увеличением  интенсивность из-
лучения быстро увеличивается.

Рис. 9 иллюстрирует зависимость  от радиуса
капли . Видно, что она весьма слаба.

Зависимость интенсивности излучения  от
времени , рассчитанная при фиксированных
значениях  и  по точному выражению (42) с

0E

I
R

I
t

R 0E

учетом (40), (46) (без замены косинусов и сину-
сов на их максимальные значения) показана на
рис. 10а–10б.

Масштаб изменения времени, принятый на
рис. 10, весьма велик, и трудно угадать форму от-
дельных зубцов. В этой связи на рис. 11а–11б при-
ведена форма отдельных зубцов из начала рис. 10
(в самой левой его части).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Дипольное электромагнитное излучение неза-
ряженной капли во внешнем электростатическом
поле обуславливается неравномерным изменени-
ем во времени величины ее индуцированного
внешним электростатическим полем осциллиру-
ющего дипольного момента. Квадратичные рас-
четы интенсивности дипольного излучения, вы-
полненные на основе метода многих масштабов,
показали их качественное сходство с ранее иссле-

Рис. 8. Зависимость интенсивности  дипольного
электромагнитного излучения нелинейно осцилли-
рующей незаряженной капли в однородном электро-
статическом поле от величины напряженности внеш-
него электростатического поля, рассчитанная при тех
же прочих значениях физических величин, что и на
рис. 1.
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Рис. 9. Зависимость интенсивности  дипольного
электромагнитного излучения нелинейно осцилли-
рующей незаряженной капли в однородном электро-
статическом поле от радиуса капли, рассчитанная
при тех же прочих значениях физических величин,
что и на рис. 1.
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Рис. 10. Зависимость интенсивности дипольного
электромагнитного излучения нелинейно осцилли-
рующей в однородном электростатическом поле не-
заряженной капли от времени , рассчитанная по (42)
с учетом (40), (46) и тех же прочих значениях физиче-
ских величин, что и на рис. 1. (а)  мкм,
(б)  мкм.
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дованным дипольным излучением от осциллиру-
ющей заряженной капли и некоторое количе-
ственное различие [14]. Оказалось, что частота
квадратичных поправок к частотам для капли в
электростатическом поле в несколько раз выше
частоты линейных осцилляций, также как и для
заряженной капли. Но зависимость интенсивно-
сти электромагнитного излучения от радиуса
капли, осциллирующей в электростатическом
поле, во много раз слабее, чем от осциллирующей
заряженной капли. Исследование временной
эволюции интенсивности электромагнитного из-
лучения от единичной капли показало, что излу-
чение имеет вид “биений” – серии пакетов, со-
ставленных из элементарных (несущих) волн.
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