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В рамках термодинамики неравновесных процессов, на основе ранее предложенной автором ячееч-
ной модели заряженного пористого слоя, вычислены капиллярно-осмотический и обратноосмоти-
ческий коэффициенты ионообменной мембраны, рассматриваемые как кинетические коэффици-
енты матрицы Онзагера. Предполагается, что мембрана состоит из упорядоченной совокупности
полностью пористых заряженных частиц сферической формы, помещенных в сферические оболоч-
ки, заполненные раствором бинарного электролита. Аналитически решены краевые задачи для
определения капиллярно-осмотического и обратноосмотического коэффициентов такой мембра-
ны в случае граничного условия Кувабары на поверхности ячейки. Рассмотрение ведется в рамках
малого отклонения параметров системы от своих равновесных значений при наложении внешних
полей. Исследованы различные частные случаи полученных точных аналитических формул, в том
числе бинарного симметричного электролита и идеально-селективной мембраны. Показано, что
для рассматриваемой ячеечной модели ионообменной мембраны нарушается принцип взаимности
Онзагера – найденные перекрестные кинетические коэффициенты не равны между собой. Нару-
шение связывается с тем обстоятельством, что принцип взаимности работает только для систем в
рамках линейной термодинамики необратимых процессов, для которых обобщенные потоки равны
нулю при отличных от нуля термодинамических силах.
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 Безразмерный параметр

 Безразмерный параметр

 Характерная скорость филь-
трации

 Плотность потока раствори-
теля (воды)

v Вектор скорости
Z± Зарядовые числа ионов (без

знака)
Греческие символы

   Безразмерный параметр
   Безразмерная толщина ДЭС

      Оператор градиента
ε0 и ε    Диэлектрическая постоянная и отно-

сительная диэлектрическая проница-
емость среды

      Вязкость чистой жидкости

      Вязкость жидкости в среде Бринк-
мана
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μ0         Стандартный химический потенциал
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“1”   Указывает на физическую величи-

ну отклонения от ее равновесного зна-
чения

“e” Указывает на равновесное значение
“o”     Указывает на величину, относящуюся

к жидкой оболочке ячейки
“I”     Указывает на величину, относящуюся

к пористой частице в ячейке
~ Тильда указывает на безразмерную ве-

личину
“1” и “2” Указывают на левую и правую стороны

мембраны, находящейся в измери-
тельной ячейке
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m     Указывает на величину, относящуюся
к мембране

±     Указывает на величину, относящуюся
к катионам/анионам

ВВЕДЕНИЕ
Для исследования концентрированных дис-

персных систем, в том числе мембран широко и
эффективно применяется ячеечный метод, по-
дробно изложенный Хаппелем и Бреннером в их
известной монографии [1]. Ячеечная модель, на-
пример, ионообменной мембраны предполагает,
в частности, замену реальной системы хаотиче-
ски расположенных зерен ионита периодической
решеткой одинаковых пористых заряженных
сфер, заключенных в концентрические сфериче-
ские оболочки, заполненные электролитом и об-
разующие пористый слой. В ячеечном методе
воздействие соседних частиц учитывается с по-
мощью задания специальных граничных условий
на поверхности жидкой оболочки. При этом
предполагается, что градиенты действующих на
пористый слой внешних сил совпадают с локаль-
ными градиентами на ячейке. Преимущество опи-
санного подхода состоит в том, что все входящие в
уравнения переноса через пористый слой величи-
ны – термодинамические потоки и силы можно
непосредственно измерить в экспериментах. В
работе [2] была построена ячеечная модель ионо-
обменной мембраны, поставлена и решена в об-
щем виде задача нахождения кинетических коэф-
фициентов, а также впервые получена точная ал-
гебраическая формула для гидродинамической
проницаемости  заряженной мембраны. Впо-
следствии c помощью разработанной в [2] модели
были определены электроосмотическая проницае-
мость  и удельная электропроводность  кати-
онообменной мембраны, а в работе [3] – диффу-
зионная проницаемость , а также электродиф-
фузионный коэффициент . Предложенная
ячеечная модель была успешно верифицирована
на экспериментальных данных, полученных для
литой перфторированной мембраны МФ-4СК и ее
модификаций нанотрубками галлуазита, функцио-
нализированными наночастицами платины и же-
леза в водных растворах HCl, а также экструзион-
ной мембраны МФ-4СК на ряде 1:1 электролитов
(HCl, NaCl, KCl, LiCl, CsCl). Для определения фи-
зико-химических и геометрических параметров
модели был создан специальный алгоритм и про-
грамма в вычислительной среде Mathematica® с
целью одновременной оптимизации по экспери-
ментальным зависимостям удельной электропро-
водности и электроосмотической проницаемости.

В данном исследовании в качестве независи-
мых термодинамических сил, задаваемых в процес-
се проведения эксперимента, выберем градиенты
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давления, электрического потенциала и химиче-
ского потенциала , соот-
ветственно: , 

, .
Здесь  – эквивалентная концентрация равно-
весного с мембраной электролита, μ0 – стандарт-
ный химический потенциал, h – толщина мембра-
ны,  – универсальная газовая постоянная,  –
абсолютная температура, а индексы “1” и “2”
указывают на левую и правую стороны мембра-
ны, находящейся в измерительной ячейке, за-
полненной раствором бинарного электролита
(рис. 1). Для корректного вывода формул для ки-
нетических коэффициентов, связанных с нали-
чием перепада концентраций на мембране, в от-
личие от работы [2], вместо градиента концентра-
ции здесь используется градиент химического
потенциала, как и в работе [3].

В качестве зависимых термодинамических па-
раметров, определяемых в эксперименте, возьмем
плотности потоков:  – растворителя (воды, на-
пример),  – подвижных зарядов (плотность элек-
трического тока),  – растворенного вещества
(плотность диффузионного потока электролита).
Тогда феноменологические транспортные урав-
нения в случае изотермических процессов могут
быть записаны в виде следующей системы линей-
ных уравнений:

( ) ( )0 0lnC RT C Cμ = μ +
( )1 20 10p p p hΦ = ∇ ≈ − 2 φΦ = ∇ ≈

( )20 10φ φ h≈ − ( ) ( )3 20 10 0/(C )C RT C C hΦ = ∇μ ≈ −
0C

R T

U
I

J

(1)

В соответствии с принципом взаимности Онза-
гера, матрица кинетических коэффициентов долж-
на быть симметричной: . Однако,
как будет показано ниже, это свойство в нашем слу-
чае перестает быть справедливым. Здесь мы будем
обсуждать вычисление капиллярно-осмотического

 и обратноосмотического  коэффициентов
ионообменной мембраны, которые могут быть
найдены по формулам, вытекающим из (1):

(2а)

(2б)

Соотношения (2) означают, что корректное из-
мерение коэффициента  возможно только при
отсутствии перепадов давления и электрического
потенциала и заданном постоянном перепаде хи-
мического потенциала  на
мембране, а коэффициента  – при отсутствии
перепадов химического и электрического потен-
циалов и заданном постоянном перепаде давле-
ния .
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( )
( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

φ ,
φ ,
φ .

U L p L L
I L p L L
J L p L L

= − ∇ + ∇ + ∇μ
 = − ∇ + ∇ + ∇μ
 = − ∇ + ∇ + ∇μ

( )ik kiL L i k= ≠

13L 31L

13
0, φ 0

,
μ p

UL
∇ = ∇ =

= −
∇

31
μ 0, φ 0

.JL
p ∇ = ∇ =

= −
∇

13L

20 10μ μ μ consth− ≈ ∇ =
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Рис. 1. Мембранная ячейка для исследования неравновесных процессов: 1 и 2 – отдающая и принимающая камеры,
3 – мембрана.
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2 − Раствор электролита,
p20, ϕ20, C20

3 − Мембрана
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ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Будем моделировать заряженную мембрану пе-

риодической решеткой пористых заряженных сфе-
рических частиц одного и того же радиуса , заклю-
ченных в жидкие сферические оболочки радиуса

, который выбирается таким образом, чтобы от-
ношение объема частицы к объему ячейки равня-
лось объемной доле частиц в дисперсной системе:

(3)

где  – макроскопическая пористость, завися-
щая от способа упаковки пористых частиц в заря-
женном слое (мембране) – рис. 2.

Математическая постановка задачи дана в рабо-
те [2] и здесь для краткости не повторяется. Обозна-
чения переменных и параметров полностью совпа-
дают с таковыми в статье [2]. Для удобства читате-
ля список основных обозначений представлен в
начале статьи. Движение несжимаемой жидкости
(электролита) во внешней области  опи-
сывается векторным дифференциальным уравне-
нием Стокса при малых числах Рейнольдса (“пол-
зущее течение”), дополненным пространственной
электрической силой. Движение жидкости во внут-
ренней области  подчиняется векторно-
му дифференциальному уравнению Бринкмана [4],
осложненному такой же пространственной элек-
трической силой. Традиционно “жидкость Бринк-
мана” предполагается несжимаемой [5]. Электри-
ческий потенциал удовлетворяет уравнению Пуас-
сона внутри и вне частиц, а для плотности потоков
ионов используется представление Нернста–План-
ка. При этом в системе отсутствуют источники и
стоки зарядов, а задача рассматривается в стаци-
онарной постановке. Пусть, как и ранее в работе
[2],  – объемная плотность фиксированного
заряда пористого скелета. Для определенности при-

a

b

( )33
0γ 1 ,a b m= = −

0m

( )a r b< <

( )0 r a≤ <

Vρ

мем заряд частицы отрицательным (моделируем ка-
тионообменную мембрану), тогда . Для удоб-
ства анализа используем те же безразмерные пере-
менные и величины, что и в статье [2]:

(4)

где  – характерная толщина фильтра-
ционного слоя (радиус Бринкмана),  – масштаб

коэффициентов диффузии,  – деба-

евский радиус, Pe – число Пекле,  – постоянная
Фарадея. В дальнейшем тильда над безразмерными
переменными будет для удобства опущена. Предпо-
лагая дебаевский радиус исчезающее малым по
сравнению с радиусом частицы, двойные электри-
ческие слои (ДЭС) эффективно заменим скачками
электрического потенциала и концентраций ионов
при переходе через геометрическую межфазную
границу  [2, 3]. При отсутствии внешних сил

  каждая ячейка мембраны находится
в состоянии равновесия с окружающим ее покоя-
щимся раствором электролита, т.е. скорости и
плотности потоков ионов в этом состоянии
равны нулю. При этом в системе устанавлива-
ются равновесные распределения концентра-
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Рис. 2. Единичная ячейка мембраны: o – внешняя область (раствор электролита), i – внутренняя область (заряженная
пористая частица).
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ций ионов  и электрического потенциала

. Задача нахождения равновесных концен-
траций и потенциала была решена в работе [2] – см.
формулы (28)–(32). Предполагая, что наложе-
ние внешнего поля приводит к малому откло-
нению искомых функций от их равновесных зна-
чений, и линеаризуя все уравнения и граничные
условия краевой задачи на ячейке по этим ма-
лым отклонениям (имеют нижний индекс 1),
приходим к справедливым всюду в ячейке урав-
нениям Лапласа для неизвестных потенциала и
эквивалентной неравновесной концентрации
электролита  [2]:

(5)

Общее решение уравнений (5) представлено в
работе [2]:

(6)

(7)

где константы интегрирования 
подлежат определению из граничных условий.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КАПИЛЛЯРНО-
ОСМОТИЧЕСКОГО КОЭФФИЦИЕНТА
Сформулируем сначала граничные условия на

единичной ячейке для этой краевой задачи. Ли-
неаризация условий равенства электрохимиче-
ских потенциалов ионов на межфазной границе
позволяет записать [2, 3]:

(8)

где обозначено

(9)

а  – коэффициенты равновесного
распределения ионов и молекул электролита в
зерне ионита (геле),  – равновесный безразмер-
ный электрический потенциал в нем, который
находится из уравнения  [2].

На межфазной границе  должны выпол-
няться условия равенства радиальных составляю-
щих потоков ионов, которые приводят к следую-
щей системе уравнений относительно неизвест-
ных констант (см. (43а) в [2]):
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Здесь, с учетом вида общего решения для ради-
альной компоненты скорости , обозначено

(11)

Ячеечный градиент давления  был ранее опре-
делен как , где  – объем ячей-

ки, а  – сила, действующая со сто-
роны жидкости на пористую заряженную частицу
[1, 2], что приводит к формуле

(12)

Ячеечный градиент электрического потенциа-
ла  был определен в [3]:

(13)

Аналогично работе [3] введем ячеечный гради-
ент химического потенциала  на ячейке:

(14)

где . При вычислении ка-
пиллярно-осмотического коэффициента , как
это следует из (2а), градиенты электрического по-
тенциала и давления на мембране должны от-
сутствовать, а градиент химического потенциа-
ла быть постоянным,

(15)

Первое условие  с учетом (13) приводит
к обнулению электрического потенциала на по-
верхности ячейки:
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Подставляя общее решение (6) для потенциала
в уравнение (16), имеем

(17)

Второе условие  с учетом (12) дает ,
что позволяет из системы алгебраических уравне-
ний (45а) и (47а), полученной в работе [2] при
задании на поверхности ячейки условия Кува-
бары (отсутствия завихренности), определить
часть констант, необходимых для построения
решения гидродинамической задачи – см. со-
отношения (23), (24) в [2]:

(18)

Третье условие (15) с учетом (14) дает гранич-
ное условие на концентрацию:

(19)

которое при подстановке в (6) приводит к соотно-
шению

(20)

Граничные условия (8), (17) и (19) с учетом ви-
да решений (6) и (7) приводят к двум алгебраиче-
ским уравнениям для констант интегрирования:

(21)

Подставляя (17), (18), (20) и (21) в систему
(10), находим явные выражения для постоян-

ных :
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Здесь и далее обозначено:

(24)

Капиллярно-осмотический коэффициент 
(2а) найдем как отношение ячеечной скорости
фильтрации  к ячеечному градиенту химиче-
ского потенциала (14):

(25)

где  – безразмерная скорость фильтра-
ции, значение которой находится из соотношений
(18), (21)–(24):

(26)

Из соотношений (25) и (26) следует точная
формула для капиллярно-осмотического коэф-
фициента:

(27)

АНАЛИЗ КАПИЛЛЯРНО-ОСМОТИЧЕСКОГО 
КОЭФФИЦИЕНТА И ОБСУЖДЕНИЕ 

РЕЗУЛЬТАТОВ
Переход к важным частным случаям позволяет

упростить полученную точную формулу для капил-
лярно-осмотического коэффициента (27), одина-
ково применимую как для пористой заряженной
мембраны, так и для концентрированной диспер-
сии заряженных частиц. Этот коэффициент опре-
деляет осмотический перенос растворителя (воды)
через поры мембраны, возникающий в мембран-
ной системе при наложении на нее внешнего пере-
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ванной дисперсии пористых заряженных частиц
выражение для капиллярно-осмотического ко-
эффициента (27) существенно упрощается:

(28)

В случае 1:1 электролита и идеально селектив-
ных зерен ионита  выражение (28) дает
в размерном виде капиллярно-осмотический ко-
эффициент дисперсии, не зависящий от концен-
трации электролита:

(29)

где  – удельная гидродинамическая
проницаемость ионитового зерна по Бринкману.

Симметричный 1:1-электролит

Это – наиболее интересный случай, так как в
эксперименте чаще всего используют именно
1:1-электролит. Тогда из формул (32а) работы
[2], соотношений (9) и (24) получим:

(30)

Подставляя выражения (30) в формулу (27), с
учетом определения (23) и (24) после преобразо-
ваний, имея в виду обозначения (3) и (4), прихо-
дим к выражениям

(31)

где

(32)

( )

2 2 2
b V b V

13 γ 1 o o o 2
0 0 0 0 0

ρ ρ .
μ μ β β

R RL
F Z Z F Z Z C=

+ + − −

= =
α +

( )mγ = +∞

D V
13 γ 1 o

0

ρ ,
2μ
kL

F= =

o
D μk k=

( )

2 2
o im

2
m

2 2
m

2
m

σ 4 γ 2α , ,
σ σγ

1 1, ,

4 γPe β 1βδ , β .
ν 2

Z

ms

+ −

+ − + −

±±
± ±

±

+
= α =

ν + νν = = +
ν − ν ν ν

σ + ± σσ −= ν ± =

o
oD V 0

13 o o o
00

ρ 1 3 ,
2μ

k m mL h
F

  = − +  Δα α  

( )
o

o
0o

i

o o
m m

i

m m
i

0 o
m m+

3 3

δ δ1 α 1 1 2
α

δ δ 1 13

δ δ δ δα ,
α

m h m

m

+ −

− + + − − + + −

+ −

− + − + + −

+ − + −

− − +

+ = − ×
α

     × − + + − +    ν ν ν ν ν ν ν να     

  + + + α − +  ν ν ν ν ν ν  

    + + − +    ν ν ν ν    

(33)

Идеально-селективная мембрана для баромем-
бранных процессов. В этом случае имеем,

(30а)

При этом выражения (31)–(33) существенно
упрощаются и дают в размерном виде следующую
формулу для коэффициента :
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где учтено, что  а  –

характерный масштаб обменной емкости. В слу-
чае нулевой макропористости (m0 = 0) из (35)
получаем постоянное значение для капиллярно-

осмотического коэффициента , сов-

падающее с (29).

Видно, что выражение для капиллярно-осмо-
тического коэффициента (35) прямо пропорцио-
нально гидродинамической проницаемости катио-
нитового зерна (геля) и обратно пропорционально
вязкости раствора. Отметим, что знак коэффици-
ента L13, это следует из формулы (35), всегда поло-
жительный при физически приемлемых значениях
определяющих параметров системы, т.е. осмотиче-
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ента концентрации электролита и жидкость пы-
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(36)

Из формулы (35) следует, что все характерные
кривые для капиллярно-осмотического коэффи-
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циента идеально-селективной катионообменной
мембраны имеют прямолинейную асимптоту при
малых концентрациях электролита:

(37)

и выходят на константу – при больших концен-
трациях электролита:

(38)

Из выражений (37) и (38) видно, что тангенс
угла наклона прямой (37) всегда положительный,
т.е. . В то же время величина  если

 и  если .
Причем последний случай не реализуется на прак-
тике, так как . Это означает, что зависимость

 в случае идеально-селективной мембраны
является монотонно возрастающей от нуля до
асимптотической величины, представленной фор-
мулой (38). Не идеальность ионообменной мем-
браны качественно “деформирует” зависимость

 и на ней появляется максимум. На рис. 3 по-
казано поведение нормализованного капиллярно-
осмотического коэффициента ,
вычисленного по точной формуле (31) (кривая 1,

) и по приближенной формуле (35)
(кривая 2, ) для идеально-селективной
катионитовой мембраны при одних и тех же зна-
чениях физико-химических параметров, харак-
терных для перфторированной литой мембра-
ны МФ-4СК в растворе NaCl, исследованной в
нашей работе [11]:  мкм2/с,

 моль/дм3,  моль/дм3, .
Видно, что при С0 = 0.15 моль/дм3 наблюдается
экстремум на точной кривой 1. Это означает па-
дение осмотической проницаемости системы при
концентрациях электролита, превышающих ука-
занную, что может быть связано со значительным
(в полтора раза) превышением подвижности ани-
она хлора над подвижностью катиона натрия. В
то же время, если бы существовала такая же по
свойствам идеально-селективная мембрана, то па-
дение L13 отсутствовало бы вовсе и наблюдался бы
выход этого коэффициента на заметное положи-
тельное значение (кривая 2). Это может быть объ-
яснено тем, что поток коионов через идеальную
мембрану отсутствует.

Идеальная катионитовая мембрана (случай ис-
ключенных коионов – ).

В этом случае капиллярно-осмотический ко-
эффициент равен нулю: . Это ин-
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туитивно понятно, поскольку в этом случае нет
переноса коионов через мембрану, а значит они
не могут переносить через нее и молекулы раство-
рителя при отсутствии перепада давления.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ОБРАТНООСМОТИЧЕСКОГО 

КОЭФФИЦИЕНТА КАТИОНООБМЕННОЙ 
МЕМБРАНЫ И АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

При вычислении обратноосмотического коэф-
фициента , как это следует из (2б), градиенты
электрического и химического потенциалов долж-
ны отсутствовать , а градиент давле-

ния  поддерживаться посто-

янным. Это приводит к той же самой краевой за-
даче для ячейки, решение которой было найдено
ранее при вычислении коэффициента  [2] и ко-
торым теперь можно воспользоваться для вычис-
ления коэффициента . Плотность ячеечного по-
тока соли определим стандартным способом [3]:

(39)

где  – радиальная компонента

безразмерной локальной плотности потока соли,
которую на поверхности ячейки найдем из выра-
жений (34а) для плотности потоков ионов, при-
веденных в работе [2], с учетом выражений (6),
(11), (17) и соотношения , являюще-
гося следствием условия :

(40)

Здесь учтено выражение для радиальной скорости
на границе ячейки r = 1/γ, которое можно найти в
работе [2]: , т.е.

.

Из условий равенства нормальных составляю-
щих потоков ионов на межфазной границе при рас-
чете коэффициента электроосмотической прони-
цаемости были найдены константы Mo и Ho:
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Подставим (41) в (40) и учтем при этом выраже-
ние для скорости u11 на межфазной границе r = 1,
которое тоже было найдено в работе [2]:

(42)

где

(43)

(44)

(45)

(46)

Выражение (44) в случае равных вязкостей жид-
костей (m = 1) с учетом (46) приобретает более про-
стой вид:

(47)

Можно показать, что коэффициент при 
в выражении (44а) убывает от значения –1/5 при
s0 = a/Rb = 0 до значения –1/3 при s0 → ∞, т. е. из-
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ствует высокой проницаемости пористого зерна
(большому радиусу Бринкмана), а s0 → ∞, наобо-
рот, низкой проницаемости (малому радиусу
Бринкмана). Тогда из (44а) получим:

(44б)

(44в)

Отметим, что обе функции (44б) и (44в) явля-
ются монотонно убывающими. Из (2б) с учетом
(39) и (12), а также (42)–(46), находим обратноос-
мотический коэффициент:

(47)

Первое слагаемое в (47) определяет транспорт
соли через мембрану за счет конвективного пере-
носа воды, а второе – за счет электродиффузии
ионов. Если проницаемость зерен ионита доста-
точно высока ( , т.е. s → 0), то первым сла-
гаемым в (47) можно пренебречь, если же низка
( , т.е. s → ∞), то, наоборот, пренебречь
можно вторым слагаемым.

В случае нулевой макропористости ( ) из
(47) получаем формулу:

Для сравнения приведем формулу для капил-
лярно-осмотического коэффициента при тех же
условиях:

Видно, что они существенно различаются. Та-
ким образом, принцип взаимности Онзагера
здесь не выполняется. Данный факт подтвержда-
ется результатами работы [6], в которой было фе-
номенологически доказано, что в случае линей-
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ной неравновесной термодинамики симметрич-
ность матрицы кинетических коэффициентов
наблюдается только в частном случае равенства
нулю обобщенных термодинамических потоков и
не равных нулю термодинамических силах. Отме-
тим, что нами установлено неравенство 
для всех перекрестных коэффициентов, вычис-
ленных по ячеечной модели ионообменной мем-
браны. Более подробно данный вопрос будет рас-
смотрен в следующей работе автора.

В случае идеально-селективной мембраны для
баромембранных процессов ( ) и 1:1 элек-
тролита имеем:

(48)

В случае нулевой макропористости из (48) по-

лучаем: , что совпадает с формулой

(29). После тождественных преобразований вы-
ражение (48) приобретает следующий вид:
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(50)

Из формулы (50) следует, что обратноосмоти-
ческий коэффициент идеальной катионитовой
мембраны прямо пропорционален концентрации
электролита. На рис. 3 показано изменение нор-
мализованного обратноосмотического коэффи-
циента  катионообменной мем-
браны с ростом концентрации электролита для
тех же параметров системы мембрана-электролит,
для которых построены кривые 1 и 2. Кривая 3 по-
строена для  по точной формуле (47), а кривая 4 –
по формуле (48) для идеально-селективной мем-
браны при m = 1 (равные вязкости) и s0 = 0 (бес-
конечно малый размер зерна ионита). Рисунки 3а
и 3б отличаются областью изменения концентра-
ции электролита. Из рис. 3б видно, что пере-
крестные коэффициенты мало различаются толь-
ко при небольших концентрациях электролита
(до 0.1 М). При больших концентрациях наблю-
дается существенное как количественное, так и
качественное расхождение между L13 и L31: обрат-
ноосмотический коэффициент (кривая 3) растет
с ростом концентрации электролита, а капилляр-
но-осмотический (кривая 1) – убывает. В то же вре-
мя между этими коэффициентами, вычисленными
для идеально-селективных мембран, наблюдается
не такое существенное различие (кривые 2 и 4).

На рис. 4 показано поведение нормализо-
ванного обратноосмотического коэффициента

 с ростом концентрации электро-
лита C0 при разных отношениях вязкостей жид-
кости внутри пористого слоя и внутри жидкой
оболочки: m = 1 4а и 4б. Значение m = 5 соответ-
ствует 20% пористости зерна ионита, что совпадает
с выбранным для построения приведенных графи-
ков значением макропористости m0 = 0.2. Кривые 1,
2, 3 и 4 на обоих рисунках соответствуют значениям
параметра  соответ-
ственно. Сравнивая рис. 4а и 4б, заключаем, что
увеличение эффективной вязкости среды Бринк-
мана ведет к падению коэффициента L31 при про-
чих равных условиях. Причем это падение усилива-
ется с ростом параметра s0 (ростом размера зерна
ионита). При этом рост размера зерна приводит к
росту обратноосмотической проницаемости сре-
ды. Удельную проницаемость kD пористой обо-

лочки зерна ионита изменять на рис. 3 и 4 нельзя,
так как на нее нормированы оба коэффициента L13
и L31. Поскольку кривые 1 и 2 на рис. 4 практически
совпадают, а кривая 3 расположена близко к ним,
то это говорит о слабой зависимости коэффици-
ента L31 от параметра s0 в диапазоне его значений
от 0 до 10 и концентрации электролита меньше 1
М. Дальнейшее увеличение этого параметра на
полпорядка приводит уже к заметному росту
обратноосмотической проницаемости, которая
во всех случаях растет также и от концентрации
электролита.

На рис. 5 показано поведение обратноосмоти-
ческого коэффициента  с ростом концентра-
ции электролита C0 при разных отношениях вяз-
костей жидкости внутри пористого слоя и внутри
жидкой оболочки: m = 1 5а и 5б для виртуальной
мембраны МФ-4СК, как если бы она имела ко-
эффициент равновесного распределения, харак-
терный для обратноосмотических мембран –

. Легко заметить, что обратноосмотиче-
ская проницаемость такой мембраны ниже при
прочих равных условиях и эта разность достигает
двухкратного значения при концентрации NaCl
равной 1 М. Эффект связан с разным знаком ад-
сорбции ионов внутри матрицы мембраны. В
первом случае (рис. 4) имеет место положитель-
ная сорбция, т.е., концентрация ионов в порах
повышена по сравнению с равновесной. Во вто-
ром случае (рис. 5) – сорбция ионов отрицатель-
на, т.е. их концентрация в порах понижена. Это
вполне естественно, так как обратноосмотиче-
ские мембраны должны по максимуму задержи-
вать растворенную соль. Отметим также, что и
разница между кривыми 1–3 на рис. 5 более зна-
чительная, чем на рис. 4.

Отметим, как и в предыдущих работах, что при
очень малых значениях концентрации электро-
лита, когда толщины внешнего и внутреннего
ДЭС, примыкающих к межфазным границам,
становятся сравнимыми с радиусом зерен иони-
та, формулы, полученные в данной и предыдущих
работах для кинетических коэффициентов могут
давать неточные результаты. Здесь мы пренебре-
гали толщинами ДЭС с целью получения анали-
тического решения краевой задачи для отдельной
ячейки. Такой подход вполне оправдан при рабо-
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те ионообменной мембраны в допредельных то-
ковых режимах, когда концентрация электролита
вблизи межфазной границы не является предель-
но низкой. В случае проведения электродиализа в
сверхпредельных токовых режимах, когда внутри
диффузионных слоев возникают области про-
странственного заряда и необходимо учитывать
сопряженные эффекты электроконвекции, а так-
же диссоциацию молекул воды, задача в точной
постановке может быть решена только численно.
Такие модели известны и опубликованы, напри-
мер, в работах [7, 8]. Следует отметить, что суще-
ствуют и другие модели ионообменной мембраны,
например, микрогетерогенная [9, 10], активно раз-
виваемая представителями кубанской научной

школы мембранной электрохимии. Сравнение
микрогетерогенной и ячеечной моделей ионооб-
менной мембраны предполагается выполнить в
одной из последующих работ автора.

Отметим также, что для того, чтобы полу-
чить формулы для капиллярно-осмотического
и обратноосмотического коэффициентов анио-
нообменной мембраны, необходимо в формулах,
полученных для этих величин заменить знак 
(или ) на противоположный.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе в рамках линейной термоди-
намики необратимых процессов, на основе раз-

σ
ρ

Рис. 4. Расчетные зависимости нормализованного
обратноосмотического коэффициента 

=  (моль/дм3) для литой перфторированной

мембраны МФ-4СК от концентрации  (моль/дм3)
водного раствора NaCl при ,

, m = 1 (а); 5 (б). Осталь-
ные параметры приведены в тексте.
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Рис. 5. Расчетные зависимости нормализованного
обратноосмотического коэффициента 

=  (моль/дм3) для виртуальной мембраны

МФ-4СК от концентрации  (моль/дм3) водного рас-
твора NaCl при , ,
m = 1 (а); 5 (б). Остальные параметры приведены в
тексте.
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работанной нами ранее ячеечной модели ионооб-
менной мембраны, рассчитаны ее капиллярно-
осмотический и обратноосмотический коэффици-
енты. Мембрана рассматривается как упорядочен-
ная совокупность пористых заряженных частиц
сферической формы, помещенных в сфериче-
ские оболочки, заполненные раствором бинар-
ного электролита. Рассмотрение ведется в рамках
малого отклонения параметров мембранной си-
стемы от своих равновесных значений при нало-
жении внешнего концентрационного поля и поля
давления. На поверхности жидких ячеек ставится
граничное условие Кувабары (отсутствие завих-
ренности жидкости). Течение в пористой частице
описывается уравнением Бринкмана, а вне ее –
уравнением “ползущего течения” Стокса с уче-
том пространственной электрической силы. Ис-
следованы различные предельные случаи, в част-
ности случай симметричного 1:1-электролита и
идеально-селективной катионообменной мембра-
ны. Показано, что для рассматриваемой ячееч-
ной модели ионообменной мембраны наруша-
ется принцип взаимности Онзагера – найденные
перекрестные кинетические коэффициенты не
равны между собой. Нарушение связывается с тем
обстоятельством, что принцип взаимности работа-
ет только для неравновесных систем в рамках ли-
нейной термодинамики необратимых процессов,
для которых обобщенные потоки равны нулю при
отличных от нуля термодинамических силах. Ре-
зультаты данного исследования, помимо процессов
электродиализа и электрофильтрования на заря-
женных мембранах, могут найти применение также

для учета переноса воды в топливных элементах,
который определяет продолжительность работы
этих устройств. Разработанная модель примени-
ма к любым мембранам, несущим объемный за-
ряд (в частности, обратноосмотическим, нано-,
ультра- и микрофильтрационным).

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ
Работа выполнена при финансовой поддержке

Российского фонда фундаментальных исследований
(грант № 20-08-00661).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Хаппель Д., Бреннер Г. Гидродинамика при малых

числах Рейнольдса. М.: Мир, 1976.
2. Филиппов А.Н. // Коллоид. журн. 2018. Т. 80. С. 745.
3. Филиппов А.Н. // Коллоид. журн. 2021. Т. 83. С. 360.
4. Brinkman H.C. // Appl. Sci. Res. A1. 1947. P. 27.
5. Saffman P.G. // Stud. Appl. Math. 1971. V. 50. P. 93.
6. Мамедов М.М. // Письма в ЖТФ. 2003. Т. 29.

Вып. 16. С. 39.
7. Uzdenova A., Kovalenko A., Urtenov M., Nikonenko V. //

Membranes. 2018. V. 8(3). № 84.
8. Nikonenko V., Urtenov M., Mareev S., Pourcelly G. //

Membranes. 2020. V. 10(2). № 22.
9. Ничка В.С., Мареев С.А., Порожный М.В., Шкир-

ская С.А., Сафронова Е.Ю., Письменская Н.Д., Ни-
коненко В.В. // Мембраны и мембранные техноло-
гии. 2019. Т. 9(3). С. 222.

10. Davidov D.V., Nosova E.N., Loza S.A., Achoh A.R., Kor-
zhov A.N., Melnikov S.S. // Chimica Techno Acta.
2021. V. 8(2). № 20218205.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


