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В рамках стохастической динамической модели процесса механической обработки металлических
микропорошков в шаровой планетарной мельнице получены теоретические темпоральные (изме-
няющиеся во времени) зависимости параметрических характеристик логарифмически нормальных
функций распределения частиц по их размерам для ряда металлов, принадлежащих к группам IIA,
IIIB, IVA и VIA таблицы Менделеева. На основе решений кинетического уравнения Фоккера-План-
ка-Колмогорова теоретически рассчитаны вариации во времени наиболее информативных момен-
тов указанных функций распределения. Показано, что предложенная методика обладает достаточ-
ными прогностическими возможностями для правильного предсказания временнóго поведения ос-
новных статистических характеристик канонических ансамблей вышеперечисленных порошковых
систем, а также для темпорального гранулометрического анализа состава этих систем при их меха-
нообработке в шаровых мельницах.
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, металлические и полуметалли-
ческие порошки являются исходным сырьем для
многих промышленных металлургических техноло-
гий [1, 2]. Такие технологии включают, как прави-
ло, стадию механической обработки (механоакти-
вацию) порошковых материалов в мельницах раз-
личного типа [3]. Механообработка используется,
в частности, для получения заранее заданных гра-
нулометрических характеристик порошка, кото-
рые существенно зависят от физико-химических
условий и продолжительности процесса [4–19].

В научной литературе опубликовано достаточ-
ное количество исследований, в которых этому во-
просу уделяется должное внимание [4–10, 14, 17,
19]. Однако в большинстве из них рассматриваются
лишь конкретные порошковые системы, а анализ
временнóго поведения статистических характери-
стик этих систем (канонических ансамблей микро-
частиц) носит узкоспециальный и эмпирический
характер. Такой подход не позволяет заранее пред-
сказать влияние условий механической обработ-

ки порошковых материалов в каждом новом слу-
чае и, в частности, оптимизировать длительность
процесса, и/или заранее выбрать подходящую раз-
мольную среду.

Исключением в массиве таких исследований
является цикл работ В.П. Малышева с сотрудни-
ками (см. [20,21] и др.). В статьях, опубликован-
ных этой группой, изложены результаты теорети-
ческих разработок вероятностно-статистической
модели, которая описывает кинетику процесса из-
мельчения руд и обладает немалыми прогностиче-
скими возможностями. Такая модель позволяет
успешно предсказывать временные изменения
фракционного состава статистического канони-
ческого ансамбля упруго-хрупких частиц при их
механообработке в мельницах различного типа. Од-
нако физико-механические характеристики обра-
батываемого материала, а, следовательно, и ве-
роятностные параметры, определяющие грану-
лометрический состав отдельных фракций и
межфракционные кинетические переходы в та-
ком ансамбле, предполагаются в данной модели не
зависящими от времени механообработки. Такая
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модель не может служить для описания процесса
механической обработки металлических микро-
порошков, если этот процесс включает пластиче-
скую моду изменения формы и/или объема
микрочастиц. Влияние такой моды на процесс ме-
ханообработки микропорошка зачастую приводит
к заметному изменению физико-механических ха-
рактеристик материала микрочастиц в этом про-
цессе. Указанное обстоятельство, в свою очередь,
может вызвать радикальные изменения динами-
ки и режимов механообработки такого микропо-
рошка.

Ранее в работе [22] для успешного решения
вышеупомянутых проблем была предложена
простейшая математическая анзац-модель (эв-
ристическое кинетическое уравнение) процес-
са механообработки металлических и полуме-
таллических микропорошковых материалов,
включающая в рассмотрение пластическую де-
формацию микрочастиц, а также учитывающая ди-
намический и стохастический факторы процесса.
Модель позволила на основе знания физико-хими-
ческих, кинематических и граничных условий про-
цесса механообработки описать и/или заранее
предсказать вариации во времени статистических
характеристик функций распределения
микропорошковых частиц по их объемным,
и/или линейным размерам. В рамках этой модели
на основе анализа массива экспериментальных
данных, полученных авторами [22], было установ-
лено, что во всех случаях механической обработки
металлических и полуметаллических микропо-
рошков в шаровых планетарных мельницах ста-
тистические функции, описывающие распределе-
ния частиц по размерам в этих микропорошках,
принадлежат к группе логнормальных (логариф-
мических гауссовых) функций [23].

В данной работе для достижения той же цели
использован иной, более общий и универсаль-
ный подход. В основе этого подхода лежит по-
лучение и анализ решений кинетического уравне-
ния Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК) [24–
28], которое описывает темпоральное поведение
соответствующих логнормальных функций рас-
пределения при заданных граничных и началь-
ных условиях процесса механообработки мик-
ропорошков.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Экспериментально-теоретический анализ с

применением уравнения ФПК базировался на ре-
зультатах экспериментов по механообработке мик-
ропорошков металлов и полуметаллов, принадле-
жащих к IIА, IIIB, IVА и VIA группам таблицы Мен-
делеева, которые были опубликованы ранее в
работе [22]. Для полного понимания изложенных в
данном сообщении новых результатов и выводов
здесь необходимо напомнить, что в эксперимен-

тах, описанных в [22] использовали следующие
кристаллические микропорошки промышленно-
го производства: алюминий марки АСД-4 (средний
объемно-взвешенный линейный размер (диаметр)
частиц dv = 20–30 мкм), вольфрам ПВ-2 (dv =
= 10–20 мкм), гафний ГФМ (dv = 10–20 мкм), маг-
ний МПФ-4 (dv = 150–250 мкм), никель ПНК-УТ3
(dv = 8–15 мкм), титан ПТМ-1 (dv = 50–60 мкм),
цирконий ИМП (dv = 10–20 мкм), а также аморф-
ный бор Б-99В (dv = 2–4 мкм).

Механообработка микропорошков проводилась
в лабораторной планетарно-центробежной шаро-
вой мельнице АГО-2У с водяным охлаждением.
Мелющими телами служили изготовленные из
сплава ШХ-15 шары диаметром 6 мм и общей мас-
сой М = 100 г. Масса порошковой пробы в инди-
видуальном эксперименте составляла m = 10 г. Кру-
говая скорость вращения цилиндрических бараба-
нов вокруг собственных осей – Ω = 1820 об/мин,
круговая скорость орбитального вращения ци-
линдрических барабанов-контейнеров (круговая
скорость водила) составляла ω = 1090 об/мин, ча-
стота этого вращения  = ω/2π = 169 рад/мин.
Продолжительность механообработки t инди-
видуальной порошковой пробы фиксировалась
во временнóм интервале от 3 до 21 мин (в некоторых
случаях – до 50 мин). В качестве размольной среды
использовали очищенный неполярный гексан.

Гранулометрические характеристики микропо-
рошков определяли с помощью жидкофазного (в
среде пропанола) трехлазерного дифрактометри-
ческого анализатора высокого разрешения Mi-
crotrac S3500. Для разрушения агрегатов слабо-
связанных микрочастиц, образующихся в порош-
ковом материале в результате его “слеживания”,
проводилось предварительное ультразвуковое виб-
рационное диспергирование уже загруженных в ра-
бочий объем анализатора порошковых проб в тече-
ние 3–6 мин.

Для каждой исследованной порошковой про-
бы были построены интегральные и дифферен-
циальные функции распределения микрочастиц
по размерам и определены их статистические
моменты, зависящие от длительности t механо-
обработки: средний объемно-взвешенный диа-
метр dv ≡ mv(t), средний поверхностно-взвешен-
ный диаметр ds ≡ ma(t), средний численно-взве-
шенный диаметр dn ≡ mn(t), а также стандартное
среднеквадратичное отклонение sd(t) = D(t)0,5,
где D(t) – дисперсия функции распределения.
Вычисляли также медиану функций распределе-
ния Dia(t), а также асимметрию ski(t) и эксцесс
kg(t) этих функций [23]. В рамках модели сфери-
ческих микрочастиц рассчитывали удельную по-
верхность порошка cs(t).
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Элементарные вероятностно-статистические 
пролегомены теории.

Рассмотрим одномодальную двухпараметриче-
скую интегральную функцию распределения лога-
рифмически нормального вида LN(x,μ,σ2) [23]:

(1)

со случайной безразмерной переменной х > 0, ко-
личественно характеризующей индивидуальную
микрочастицу (ее приведенный объем х = / ,
или приведенный диаметр х = d/d0). Здесь вели-
чины  и d0 – заранее выбранные масштабирую-
щие единицы объема и диаметра микрочастиц).

Функция LN(x,μ,σ) содержит два безразмер-
ных параметра, изменяющихся в следующих пре-
делах: −∞ < μ < +∞ и σ > 0. Соответствующая ей
дифференциальная функция lnN(x,μ,σ2) (плот-
ность вероятности фиксации конкретного
значения переменной x такого распределения)
имеет следующий вид:

(2)

Наиболее информативными статистическим ха-
рактеристиками (моментами) этого распределения
являются: математическое ожидание (среднее зна-
чение) случайной переменной:

(3)

медиана этого распределения: Dia[x] = еμ, его мо-
да: Mo[x] = exp(μ – σ2) и дисперсия D[x]:

(4)
Начальные моменты k-того порядка указанной

функции распределения рассчитываются по общей
формуле

(5)
В работе [22] для описания временнóго изме-

нения объема любой микрочастицы, находящей-
ся в микропорошковом ансамбле при его механо-
обработке, было получено обобщенное стоха-
стически-динамическое уравнение Ланжевена
в безразмерных переменных:

(6)
Такими переменными в выражении (6) явля-

ются: безразмерное время τ = ν0t и безразмерный
объем u(τ) = (τ)/ , где  – реальный микро-
объем некоторой случайно выбранной i-той по-
рошковой микрочастицы перед механообработ-
кой (т.е. при τ = 0), а (τ) есть ее микрообъем в
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момент времени τ; наконец Δu = Δ (τ)/ , где
Δ (τ) – флуктуирующая (стохастическая) добав-
ка к микрообъему (τ) выбранной i-той микроча-
стицы, зафиксированная в момент времени τ.
При этом предполагается, что при темпоральных
(зависящих от времени) изменениях этой добавки в
общем случае выполняются условия Винеровского
типа: 1) Δ (τ) = 0 и 2) [Δ (τ1)·Δ (τ2)]1/2 = Ф0δ(τ1–
τ2) [26, 27]. В последнем соотношении величина Ф0
– не зависящая от времени механообработки τ
характеристика стохастического процесса,
имеющая размерность объема [м3] и носящая
название интенсивности Ланжевеновского ис-
точника, а δ(τ1–τ2) – дельта-функция Дирака.

Коэффициентами в уравнении (6) являются
следующие безразмерные комплексы и критерии
подобия: комплекс α = Мν1/mν0 > 0, где ν1 – ча-
стота успешного (т.е. приводящего к измене-
нию объема микрочастицы) квазирегулярного
ударного воздействия инструмента (шаров) на
выбранную микрочастицу; комплексный кри-
терий Иоффе-Давиденкова-Фридмана (ИДФ):
q = f(τP/τS) = (1 – τр/τs), где τр – предел текуче-
сти материала этой микрочастицы, а τs – предел
его прочности;. Напомним здесь, что знак кри-
терия ИДФ определяет вид разрушения матери-
ала микрочастицы (или характер изменения ее
объема): хрупкий (при q < 0), или пластический
(при q > 0) [29–31].

Комплекс b и симплекс β также являются
безразмерными критериями подобия процесса
[32–35] и выражаются, соответственно, в виде

 и β = (ν3/ν0) > 0. Здесь ν2 –
частота успешных (результативных) взаимных
столкновений двух индивидуальных микроча-
стиц ансамбля между собой, обусловленных пе-
ремешиванием микропорошка при вращении
мельницы и приводящих к их слипанию; γ – по-
верхностная энергия материала микрочастицы; λ –
нормирующий множитель, характеризующий мак-
симально возможную энергонапряженность упру-
гого контакта микрочастиц [Дж/м3], или [Н/м2];
ν3 – основная частота в частотном спектре стоха-
стического силового воздействия на микрочасти-
цу. В соответствии с общепринятой формулиров-
кой Ланжевеновского стохастического процесса

 .

Результаты статистического анализа 
и их обсуждение.

Темпоральную (зависящую от времени) эволю-
цию среднего значения линейного размера микро-
частиц x(τ) и дисперсии D(τ) = [sd(τ)]2 функции
распределения lnN(x,μ,σ2) микрочастиц по их ли-
нейным размерам x = (u/θ)1/3, а также контемпо-

iv 0iv
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ральные изменения моментов этой функции более
высокого порядка – асимметрию ski(τ) и эксцесс
kg(τ), можно выявить, применяя методику Г. Хаке-
на [27], основанную на использовании синтеза
уравнения ФПК и модифицированного соотноше-
ния (6). Такой синтез применительно к рассматри-
ваемой задаче в рамках Винеровского приближе-
ния имеет вид:

(7)

В этом уравнении дифференциальная функ-
ция распределения f(x,μ,σ) ≡ ln N(x,μ,σ) по-
прежнему определяется уравнением (2), а функ-
ционал 
представляет собой модифицированную сумму
динамических и стохастического членов в обоб-
щенном уравнении Ланжевена (6), переменная x в
которых является безразмерным диаметром микро-
частицы. Первый член уравнения (7) после знака
равенства называется переносным, второй – диф-
фузионным.

Дифференцируя левую и правую части уравне-
ния (7) соответственно, по времени τ и линейно-
му размеру микрочастиц х(τ), поделив затем ре-
зультат на функцию f(x,μ,σ), появляющуюся в ка-
честве сомножителя в каждом члене уравнения
после такого дифференцирования, можно получить
новое дифференциальное уравнение, содержащее
степени переменной х вплоть до четвертой. При-
равнивая члены, содержащие одинаковые степени
х в левой и правой частях этого уравнения, нетруд-
но найти соответствующие выражения для
характеристик dμ/dτ и dσ/dτ. Их интегрирование
в условиях, когда переносный члена в уравнении
(7) преобладает, приводит к временным зависимо-
стям параметров μ(τ) и σ(τ). В нулевом приближе-
нии по переменной  x они имеют следующий вид:

 и . При
этом выражения для среднего значения распреде-
ления x(τ) и его дисперсии D(τ) принимают сле-
дующую форму:

(8.a)

(8.б)

Детальный анализ этих соотношений показы-
вает, что ход временных зависимостей x(τ) и
sd = [D(τ)]0.5 определяется в общем случае не
только знаком и величиной управляющего пара-
метра q(τ), но также величиной параметра  > 0
(или величиной параметра μ0 с учетом его знака).
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Кроме того, в большинстве случаев при анализе
темпорального поведения величины x(τ) следу-
ет также обращать внимание на зависимость
асимптотики решений (8.а) от предельных значе-
ний параметрического комплекса (2α|q|τ)/3. Дей-
ствительно, при выполнении левостороннего
предельного условия τ  τcr3 = 3/(2α|q|), т.е. при до-
статочно малых временах механообработки τ мож-
но разложить обе экспоненты, присутствующие в
выражении (8а), в ряд Тейлора, ограничиваясь при
этом лишь первыми двумя его членами. Тогда по-
сле элементарных преобразований получим:

(9)

Теперь очевидно, что для того, чтобы при усло-
вии τ  τcr3 осуществлялся процесс измельчения по-
рошковых микрочастиц, необходимо и достаточно,
чтобы  при любом знаке критерия q. Мини-
мальное значение x(τ)min, которое может быть
достигнуто в таком процессе, определяется вели-
чиной τcr3.

В то же время при τ ≥ τcr3 измельчение порош-
ковых микрочастиц может смениться их агломе-
рацией, если с самого начала механообработки
соблюдается условие q = сonst > 0 (см. ниже).

Если же по-прежнему выполняются условия:
τ  3/(2α|q|), но , то с самого начала механо-
обработки микропорошка при росте безразмер-
ного времени τ будет наблюдаться процесс агло-
мерации микрочастиц. При достаточно большом
значении τcr3 этот процесс может закончиться фи-
нальным образованием единственной мегача-
стицы, имеющей массу . Однако это
возможно лишь при условии, что общая масса
m микропорошка не слишком велика.

В противоположном предельном случае, когда
τ  3/(2|q|) следует вернуться к анализу исходного
решения (8.а). При этом оказывается, что незави-
симо от величины параметра  при q > 0 это
решение предсказывает агломерацию порошко-
вых микрочастиц, а при q < 0 – их измельчение до
отрицательных размеров, что физически бессмыс-
ленно. Фактически речь здесь может идти лишь об
измельчении микрочастиц до атóмных размеров.

Эти выводы уточняют и дополняют предвари-
тельное заключение о влиянии знака управляюще-
го параметра q(τ) на ход процесса механообработки,
которое было сделано при анализе предложен-
ной ранее эвристической анзац-модели про-
цесса (см. работу [22]). Однако вывод о том, что
при τ  3/(2|q|) и q < 0 возможно измельчение мик-
рочастиц до атóмных размеров, не только не соот-
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ветствует заключению, полученному при анализе
анзац-модели, но также противоречит результа-
там многочисленных экспериментов (см. [22] и
список цитируемых в ней источников). В дей-
ствительности это противоречие легко разреша-
ется, если принять во внимание то обстоятель-
ство, что в рассматриваемом теоретическом вари-
анте характеристика q(τ) не может быть
константой процесса. В реальном процессе меха-
нообработки первоначальный режим измельче-
ния микропорошка, характеризуемый значением
q(τ)<0, при достаточно больших временах меха-
нообработки τ (т.е. при малых значениях <х(τ)> ~
~ 10−7−10−9 м) прекращается из-за смены знака
q(τ)<0 благодаря задействованию сверхпластич-
ной моды деформирования материала микроча-
стиц [5].

Обобщая результаты вышеприведенного ана-
лиза, можно заключить, что темпоральная грани-
ца τcr3 между режимами агломерации и измельчения
частиц микропорошков в общем случае – при ана-
лизе процесса механообработки на основе уравне-
ния ФПК, определяется не только знаком крите-
рия q, но также и численным значением нового
критерия подобия – безразмерного комплекса
τcr3 ≈ 3/(2α|q|). В реальном временнóм масштабе
t [мин] эта граница определяется соотношени-
ем . В экспе-
риментах, описанных в [22], при механообработ-
ке металлических микропорошков в шаровой
планетарной мельнице в большинстве случаев
выполнялись следующие условия: (m/M) = 0.1,
(τр/τs) ≈ 1.01–1.1 и q = –0.01─0.1. Тогда tcr3 ≈ (1.5–
15)/ν1. Найденный ранее в работе [22] диапазон
возможных значений частоты ν1 ≈ 1.26–2.5 мин–1

позволяет теперь получить интервальную оценку
граничного значения tcr3 ≈ 0.6–12 мин. Эта оценка
не зависит от частоты ν0 и по порядку величины
совпадает с многочисленными эксперименталь-
ными данными, ранее полученными при механо-
обработке различных металлических микропо-
рошковых систем [22].

Обратимся теперь к анализу временнóго пове-
дения дисперсии D(τ) соответствующих распре-
делений (см. определение (4)). При выполнении
принятого ранее условия τ  τсr3 ≈ 3/(2α|q|) можно
опять разложить входящие в выражение (8.б) для
дисперсии D первую и третью экспоненты, со-
держащие член exp(σ2), в ряд Тейлора с точностью
до 3-его члена разложения. При этом для дисперсии
D(τ) получается следующее выражение (при q < 0):

(10)
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Очевидно, что экспоненциальный сомножи-
тель в этом выражении будет уменьшаться с те-
чением времени лишь в том случае, когда вы-

полняется условие , или ,

как это уже потребовалось ранее при анализе по-
ведения величины x(τ) для варианта, при кото-
ром τ  τсr3 и q < 0 (т.е. при измельчении порош-
ковых микрочастиц). В то же время сомножитель

, стоящий перед экспонентой в со-

отношении (10), будет при увеличении времени τ
механообработки неограниченно возрастать. Та-
ким образом, при возрастании времени τ в преде-
лах 0 < τ < τcr3 между указанными сомножителями
будет осуществляться конкуренция. Следователь-
но, при некотором значении 0 < τmax < τcr3 диспер-
сия D должна достичь своего экстремального зна-
чения Dmax(τmax). Этот экстремум в данном случае
является максимумом, который действительно на-
блюдается на опыте (см. рис. 1, график зависимо-
сти величины sd(t) = [D(t)]0.5 от реального време-
ни эксперимента t[мин]). Временнόе местопо-
ложение этого максимума определяется двумя
общеизвестными условиями:  и

. Подставляя в эти соотношения
выражение (10) для функции D(τ), несложно най-
ти уравнение, связывающее τmax с начальным

параметром  логнормального распределения
f(x,μ,σ) = lnN(x,μ0, ). Это уравнение имеет сле-
дующий вид:

(11)

где по-прежнему . Естественное усло-
вие τmax > 0 позволяет дать интервальную оценку

теоретически возможным значениям параметра :
. При этом для реального времени t[мин]

имеет место очевидное равенство tmax = τmax/ν0.
Для конкретизации результатов решения об-

щей задачи в качестве типичного примера огра-
ничимся пока анализом случая механообработки
вольфрамового микропорошка.

Подставляя в найденное выражение для tmax
соотношение (11) и экспериментальные значения
входящих в него параметров задачи: m/M = 0.1,
|q| ≅ 0.02 при q < 0, ν0 = 169 мин–1, а также вычис-
ленное в работе [22] для процесса механообра-
ботки вольфрамового микропорошка значение
ν1 = 2.5 мин–1, можно получить следующее вы-
ражение для tmax:

(12)
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Далее по экспериментально найденному для
микропорошкового вольфрама значению tmax =
= 4.5–5.0 мин (см. рис. 1, график функции sd(t)),
при помощи соотношения (12) можно найти то

фиксированное значение параметра  > 0, которое
этот параметр должен принимать при наличии

2
0σ

максимума, наблюдаемого на графике sd(t). Рас-
чет показывает, что в этом случае = 1.62 ± 0.03.

Найденное значение параметра , обеспечи-
вающее наличие tmax при наблюдаемом в экспери-
ментах с вольфрамовым микропорошком значе-
нии tmax = (4.5–5.5) мин, позволяет получить со-

2
0σ

2
0σ

Рис. 1. Темпоральные зависимости основных статистических характеристик дифференциальной функции распреде-
ления lnN(х,μ,σ2) микрочастиц порошкового вольфрама по их объемно-взвешенным линейным размерам при меха-
нообработке порошка в гексане: (а) – в размерных, (б) и (в) – в безразмерных переменных. По оси абсцисс отложено
безразмерное время τ, связанное с реальным временем t соотношением τ = ν0t.
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ответствующую оценку параметра μ0 для данного

случая. Действительно, при выполнении обще-

го условия нормировки хi0 = 1 и вытекающего

из него соотношения ,

для значения /2 = 0.81 имеем: μ0 = ─7.71 ± 0.02.

При этом расчете были использованы следующие,

полученные на опытной основе, оценочные значе-

ния параметров процесса измельчения порошково-

го вольфрам: αq/3 ≅ ─5 × 10─4 при q ≅ ─0.02. и

 (при экспери-

ментально определенных нами значениях ( )1/3 =

= 16 мкм и известных значениях величин λ ≈ σs =

= 109 Н/м2, и γ ≈ 2.5 Дж/м2 для вольфрама [36])

Оценки параметров  и μ0 дифференциальной

функции распределения ln N(x,μ0, ), рассчи-

танные для других исследованных нами металличе-

ских микропорошков показывают, что область

возможных изменений этих параметров во всех
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рассмотренных случаях ограничивается следую-

щими неравенствами:  и ─8 ≤ μ0 ≤ ─5.

При столь широком интервале возможных зна-

чений  и μ0 величина tmax оказывается не все-

гда доступной для экспериментального наблю-
дения. Например, при достаточно большом, но

теоретически допустимом значении  = 1.9 ве-
личина tmax ≈ 53 мин, и при ограничении про-

должительности механообработки величиной
t ≤ 21 мин перегиб на темпоральном графике
sd(t) наблюдаться не будет.

С другой стороны, в достаточно часто встре-
чающихся случаях, (например, при механооб-
работке микропорошкового гафния) величина
tmax ≤ 1–2 мин. В таких случаях обнаружить мак-

симум на временнóй зависимости sd(t) экспери-
ментально также не удается (см. график зависи-
мости sd(t) на рис. 2а и 2б).

Зафиксированный с временным шагом Δt ≈ 2–
3 мин темпоральный график для этой характери-
стики будет сразу меняться во времени симбатно

2
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2
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Рис. 2. Темпоральные зависимости основных статистических характеристик дифференциальной функции распреде-
ления lnN(x,μ,σ2) микрочастиц порошкового гафния по их объемно-взвешенным линейным размерам при механооб-
работке в гексане: (а) – в размерных, (б) – в безразмерных переменных. Отложенное по оси абсцисс безразмерное вре-
мя τ по-прежнему связано с реальным временем t соотношением τ = ν0t.
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(т.е. качественно одинаково) изменениям сред-
него значения x(t) (см. рис. 2б). При этом расче-
ты показывают, что возможное уменьшение зна-
чения tmax на порядок (с 1 мин до 0.1 мин) слабо

влияет на значениях параметров  и μ0 логнор-

мальной функции распределения.

Здесь также уместно отметить, что величина
tmax формально не будет зависеть от значения μ0,

если параметр μ0 является функцией заранее най-

денного аргумента , как это было принято при
приведении ранее выполненных вычислений.

Поскольку начальные моменты более высоко-
го порядка согласно определению (5) связаны со
средним значением x(τ) (первым начальным
моментом при k = 1) степенными показателями k,
их временные зависимости будут симбатно по-
вторять временнóе поведение первого начально-
го момента (см. [22], рис. 7, 9–11).

Возвращаясь к рассмотрению уравнения (7),
следует отметить, что в тех случаях, когда усло-
вия механообработки микропорошка таковы, что
в этом уравнении преобладает диффузионный
член, оно становится стандартным уравнением
одномерной диффузии. Тогда из его решения сле-

дует равенство |x(τ)| = (β│Φ0│τ)0.5, которое также

является следствием известной формулы Эйн-
штейна-Смолуховского для броуновского движе-
ния. (см. например, монографии [28, 37]). При пре-
обладании диффузионного члена в решении урав-
нения (7) указанное равенство в большей мере
соответствует эксперименту, нежели полученное
в работе [22] общее решение (13) эвристического
уравнения (6):

(13)

которое в таких условиях может сводиться лишь к
линейному по времени τ соотношению |x(τ)| =
= β│Ф0│τ.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Результаты экпкриментально-теоретического
анализа процессов механообработки однокомпо-
нентных микропорошков, изложенные в работе
[22], а также в данном сообщении, свидетельству-
ют о принципиальных различиях в темпоральном
поведении разнотипных микропорошков в ука-
занных процессах. Эти различия обусловлены не
только возможным несовпадением граничных и
начальных условий процесса механообработки.
Они коренятся главным образом в динамике из-
менения физико-химических свойств порошко-
вых материалов и размольных сред. Отсюда проис-
текают различия и в стохастически-динамическом
инструментарии, применяемом для темпорального

2
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описания механоактивационных процессов, и в
конкретизации составляющего его основу мате-
матического аппарата, пригодного для решения
поставленной задачи.

Также совершенно очевидно, что методические
подходы и приемы, предложенные в работе [22] и в
данной работе, не ограничиваются приведенными
примерами однокомпонентных порошковых си-
стем. Такие подходы можно успешно использо-
вать для разработки моделей, пригодных для про-
гнозирования темпоральной эволюции грануло-
метрических характеристик иных, более сложных
и практически гораздо более важных, многоком-
понентных микропорошковых систем. Сказан-
ное относится, в первую очередь, к таким компози-
ционным микропорошковым системам, как
полиметаллические, металлоуглеродные, или мета-
лополимерные микропорошковые смеси, потреб-
ность в прогнозировании темпорального поведе-
ния которых в настоящее время особенно акту-
альна.

Одним из преимуществ предлагаемой методи-
ки является ее универсальность. Применение ее в
каждом конкретном случае позволяет решать как
прямую, так и обратную задачи механообработки
микропорошков.

Прямая задача механообработки состоит в про-
гнозировании темпорального поведения микропо-
рошковой системы по заранее известным, наперед
заданным энергосиловым параметрам процесса
механообработки и микроструктурным характери-
стикам материала микрочастиц. К таким характе-
ристикам относятся, в первую очередь, предел те-
кучести, предел прочности, коэффициенты дефор-
мационного упрочнения и температурного
разупрочнения, поверхностная энергия микропо-
рошкового материала и т.п. Для прогнозирования
темпорального поведения микропорошка необхо-
димо также знание физико-химических и реоло-
гических характеристик заданной размольной
среды.

Решение обратной задачи механообработки за-
ключается в определении вышеуказанных характе-
ристик материала микрочастиц и размольной среды
по известному, экспериментально наблюдаемому
темпоральному поведению гранулометрических ха-
рактеристик анализируемой порошковой систе-
мы. Это не менее важная практическая задача, ре-
шение которой позволяет достаточно быстро разра-
ботать эффективную технологию промышленного
производства соответствующих изделий.

ВЫВОДЫ

В рамках подхода, базирующегося на стохасти-
ческом уравнении Фоккера-Планка-Колмогорова,
найдены решения, определяющие темпоральные
вариации параметров σ(t) и μ(t) логнормальных
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функций распределения частиц по размерам, кото-
рые полностью описывают процесс механообработ-
ки микропорошков ряда металлов IIA, IIIB, IVA и
VIA групп таблицы Менделеева в шаровой планетар-
ной мельнице. Показано, что по найденным в рам-
ках ФПК-подхода значениям параметрических ха-

рактеристик  и μ0 соответствующих логнормаль-

ных функций распределения для вышеупомянутых
металлических порошков можно рассчитать зависи-
мости от времени основных начальных и централь-
ных моментов указанных функций: среднее значе-

ние E[x1] = x(τ), D(τ) = [sd(τ)]2, а также темпораль-
ные зависимости моментов более высокого (k-того)

порядка  Об-

наружено, что ход темпоральных зависимостей вы-
шеназванных моментов определяется в общем слу-
чае не только знаком и величиной критерия ИДФ ≡
≡ q(τ), но также численным значением параметра

> 0 (или численным значением параметра μ0 с уче-

том его знака). Показано, что временнáя граница
между режимами агломерации и измельчения ча-
стиц микропорошков в общем случае – при анализе
процесса механообработки на основе уравнения
ФПК, определяется не только знаком критерия
ИДФ, но также и численным значением нового
темпорального критерия подобия – безразмерно-
го комплекса τcr3 ≈ 3/(2α|q|).

БЛАГОДАРНОСТИ

Автор выражает благодарность В.А. Клюеву,

Н.Н. Лознецовой и Ю.П. Топорову за помощь в при-

готовлении порошковых материалов, а также А.И. Мал-

кину за финансовую поддержку этой работы.

КОНФЛИКТ ИНТЕРЕСОВ

Автор заявляет, что у него нет конфликта интересов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. German R.M. Powder Metallurgy and Particulate Ma-
terials Processing. Princeton: Metal Powder Industries
Federation, 2005.

2. V International Conference “Fundamental Bases of
Mechanochemical Technologies”, FBMT-2018. Book
of Abstracts / Ed. by Lyakhov N., Šepelák V., Shakhtsh-
neider T., Dudina D. Novosibirsk: IPC NSU-Publish-
ing, 2018.

3. Фундаментальные основы механической активации,
механосинтеза и механохимических технологий /
Отв. ред. Аввакумов Е.Г. Новосибирск: Изд-во СО
РАН, 2009.

4. Сметкин А.А., Ярмонов А.И. // Проблемы совре-
менных материалов и технологий. Вестник ПГТУ.
2001. № 7. С. 48.

5. Васильев Л.С., Ломаева С.Ф. // Химия в интересах
устойчивого развития. 2002. № 10. С. 13.

6. Иванов Н.В., Ломаева С.Ф., Елсуков Е.П., Коны-
гин Г.Н. // Физика и химия обработки материалов.
2003. № 5. С. 59.

7. Ломаева С.Ф. // Деформация и разрушение мате-
риалов. 2005. № 3. С. 9.

8. Курзина И.А., Божко И.А., Калашников М.П., Еро-
шенко А.Ю., Шаркеев Ю.П. // Материаловедение.
2010. № 5. С. 48.

9. Богатырева Е.В., Ермилов А.Г., Свиридова Т.А., Са-
вина О.С., Подшибякина К.В. // Неорган. материа-
лы. 2011. Т. 47. № 6. С. 877.

10. Дорофеев Р.А., Стрелецкий А.Н., Повстугар И.В.,
Протасов А.В., Елсуков Е.П. // Коллоид. журн.
2012. Т. 74. № 6. С. 710.

11. Григорьев О.К., Крячко Л.А., Бега Н.Д., Лаптев А.В.,
Головкова М.Е., Роженко Н.Н., Берсудский Е.И. //
Электронная микроскопия и прочность материа-
лов. 2013. № 19. С. 115.

12. Peng T., Chang I. // J. Powder Technology. 2015.
V. 284. P. 32. 
https://doi.org/10.1016/j.powtec.2015.06.039

13. Kuzina A.A. // Russian Journal of Non-Ferrous Metals,
2016. V. 57. № 7. P. 710. 
https://doi.org/10.3103/S1067821216070129

14. Стрелецкий А.Н., Борунова А.Б., Колбанев И.В., Си-
вак М.В., Долгобородов А.Ю. // Горение и взрыв.
2017. Т. 10. № 2. С. 100.

15. Jalili F., Zhiani M., Kamali S. // Intern. Journ.of Hy-
drogen Energy. 2018. V. 43, № 46. P. 21187. DOI:.
2018.09.202
https://doi.org/10.1016/J.IJHYDENE

16. Pragatheeswaran A., Ravi R., Bakshi S.R. // Advanced
Powder Technology. 2019. V. 30. № 11. P. 2759. 
https://doi.org/10.1016/j.apt.2019.08.023

17. Малкин А.И., Клюев В.А., Рязанцева А.А., Савен-
ко В.И. // Коллоид. журн. 2019. Т. 81. № 6. С. 703. 
https://doi.org/10.1134/S1061933X19060115

18. Nguyen T.H., Nguyen B.M., Konyukhov Yu.V., Vve-
denskaya V.V., Vasiliev A.A. // Materials Science. Power
Engineering. 2020. V. 26. № 3. P. 90. 
https://doi.org/10.18721/JEST.26307

19. Малкин А.И., Алиев А.Д., Клюев В.А., Савенко В.И.,
Ширяев А.А., Рязанцева А.А. // Коллоид. журн. 2020.
Т. 82. № 4. С. 451. 
https://doi.org/10.1134/S1061933X20040079

20. Малышев В.П., Бектурганов Н.С., Макашева А.М.,
Зубрина Ю.С. // Цветные металлы. 2016. № 2. С. 33.

21. Malyshev V.P., Makasheva A.M., Zubrina Y.S. // Am.
J. Phys. Chem. 2015. V. 4. № 6. P. 42.

22. Савенко В.И., Клюев В.А., Малкин А.И. Грануломет-
рия металлических микропорошков, обработан-
ных в шаровой планетарной мельнице // Колл. ж.
2022. Т. 84. № 1. С.84. 
https://doi.org/10.31857/S0023291222010116

23. Balakrishnan N. and Chen W.W.S. Handbook of Tables
for Order Statistics from Lognormal Distributions with
Applications. Amsterdam: Kluwer. 1999.

24. Белавин А.А., Кулаков А.Г., Тарнопольский Г.М. Лек-
ции по теоретической физике. М.: МЦНМО. 2015.

2

0σ

( )2 2
[ ] exp 0.5 , [ ].

kE k k k N= μ + σ ∈x

2

0σ



КОЛЛОИДНЫЙ ЖУРНАЛ  том 84  № 3  2022

ЭВОЛЮЦИЯ СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 327

25. Gardiner C.W. Handbook of Stochastic Methods: for
Physics, Chemistry and the Natural Sciences.
Springer. 2004.

26. Stepanov S.S. Stochastic World. (Series: Mathematical
Engineering). Springer. 2013.

27. Haken H. Sinergetics. Introduction and advanced top-
ics. Berlin: Springer. 2004.

28. Ефремов Ю.С. Статистическая физика и термоди-
намика. М.: Юрайт. 2019.

29. Иоффе А.Ф. Избранные труды. Т. 1. Механические и
электрические свойства кристаллов. Л.: Наука. 1974.

30. Давиденков Н.Н. Избранные труды. В 2-х т. / Отв.
ред. Г.С. Писаренко. Киев: Институт проблем
прочности АН УССР. 1981.

31. Фридман Я.Б. Механические свойства металлов. В
двух частях. Издание 3-е, переработанное и допол-
ненное. М.: Машиностроение. 1974.

32. Гухман А.А. Введение в теорию подобия. М.: Выс-
шая школа. 1973.

33. Седов Л.И. Методы подобия и размерности в меха-
нике. 10-е стереотипное издание. М.: Наука. 1987.

34. Архипов В.А., Коноваленко А.И. Практикум по тео-
рии подобия и анализу размерностей. Томск: Из-
дательский Дом ТГУ. 2016

35. Иванов И.Е., Ерещенко В.Е. Методы подобия физи-
ческих процессов: М.: МАДИ. 2015.

36. Физические величины. Справочник / Под редакцией
Григорьева И.С., Мейлихова Е.З. М.: Энергоатом-
издат. 1991.

37. Квасников И.А. Термодинамика и статистическая
физика. Том 3. Теория неравновесных систем. М.:
УРСС. 2003.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


