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Исследование испаряющейся капли жидкости, нанесенной на плоскую поверхность, имеет боль-
шое значение для физико-химических, технических и медицинских приложений. Предложены но-
вые аналитические выражения для плотности пара, плотности потока испарения и полного потока
испарения в единицу времени для медленно испаряющейся малой осесимметричной капли, уста-
новленной на плоскую подложку с произвольным значением контактного угла в диапазоне от 0 до
180°. При выводе использовалось известное в электростатике решение уравнения Лапласа для плос-
кого клина, преобразованное методом инверсии на сфере в решение для линзы в биполярных коор-
динатах. Новые выражения математически эквивалентны формулам в тороидальных координатах,
предложенным ранее [Yu.O. Popov, Phys. Rev. E. 71 (2005), 036313], однако плотность потока испаре-
ния в биполярных координатах имеет более простую форму однократного интеграла от комбинации
элементарных функций, что дает преимущества с вычислительной точки зрения. Предложено так-
же новое выражение плотности потока испарения в полярных координатах и выполнены графиче-
ские построения зависимости плотности потока испарения от полярного угла при разных значени-
ях контактного угла капли.

DOI: 10.31857/S0023291222030119

ВВЕДЕНИЕ

Испаряющаяся на плоской подложке капля
жидкости – важный объект как теоретического
моделирования (динамика испарения, гидродина-
мика, самоорганизация растворенного вещества
и др.) [1–4], так и многичисленных приложений
(технологии печати, функционализированные по-
крытия, медицинская диагностика и т.д.) [5–12].
Можно выделить три основные задачи при описа-
нии испаряющейся капли раствора: [13–14]:
1) испарение растворителя с поверхности капли в
окружающий воздух (внешняя задача), 2) гидроди-
намические течения в объеме капли (внутренняя
задача), 3) динамика частиц (молекулярных или
колллоидных) в капле с учетом межчастичных
взаимодействий, взаимодействия частица-поверх-
ность, частица-растворитель. Первая из этих за-
дач, испарение, имеет первостепенное значение,
поскольку является исходной движущей силой
процесса самоорганизации вещества в капле.

Равновесная форма капли на плоской подлож-
ке, характерный размер которой (высота) много
меньше капиллярной постоянной  (  –
коэффициент поверхностного натяжения, ρ –
плотность жидкости, g – ускорение свободного
падения), приблизительно описывается шаровым
сегментом [14]. Капиллярная постоянная для боль-
шинства жидкостей имеет порядок нескольких мм.

Согласно Дж.К. Максвеллу, медленное (квази-
стационарное) испарение капли жидкости в воз-
душную среду определяется дифузией пара с
поверхности капли в окружающий воздух. При
этом концентрация пара n описывается уравнени-
ем Лапласа

(1)
причем концентрация пара на поверхности капли
удовлетворяет условию , где  –
концентрация насыщенного пара (которая в мо-
дели Максвелла считается много меньшей, чем
концентрация молекул воздуха), а вдали от капли

/C gλ = η ρ η

2 0,n∇ =

Sn n= Sn
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концентрация пара принимает некоторое асимпто-
тическое значение . В данной модели также
предполагается, что температурные градиенты,
связанные с испарением, пренебрежимо малы.

Такая постановка задачи позволяет восполь-
зоваться электростатической аналогией. Действи-
тельно, электростатический потенциал проводя-
щей (металлической) поверхности постоянен, а вне
поверхности, где нет зарядов, удовлетворяет урав-
нению Лапласа.

Используя общее решение электростатической
задачи, предложенное в монографии Н.Н. Лебедева
[15], Р.Д. Диган с соавторами [1], Х. Хью и Р. Лар-
сон [16], а также О.Ю. Попов [2], воспользовавшись
аналогией с электростатикой, получили выражение
для концентрации пара в пространстве около капли
в тороидальных координатах  (рис. 1a):

(2)

где  ̶  контактный угол (рис. 1б, 1в),

 –

сферическая функция Лежандра [2, 15]. Торои-
дальные координаты  связаны с цилиндриче-
скими координатами r и z (рис. 1б и 1в) в соответ-
ствии с формулами

(3)

Заметим, что в случае капли с контактным уг-
лом, большим 90° (рис. 1в), преобразование (3) не
является однозначным: может существовать два
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значения z для одного и того же r на поверхности
капли. Поэтому более удобно использовать по-
лярные координаты , в которых такой неод-
нозначности не возникает.

Плотность потока испарения (среднее количе-
ство молекул, покидающее единицу площади по-
верхности капли за единицу времени в направле-
нии, нормальном к поверхности в данной точке)
при этом определяется формулой [2]

(4)

где D коэффициент диффузии пара в окружающем
воздухе. Здесь тороидальная координата  изменя-
ется в интервале значений от 0 (вершина капли) до
∞ (контактная линия).

Аналитическое решение для интегральной
скорости испарения капли (количество молекул,
покидающее каплю в единицу времени) предло-
жено О.Ю. Поповым [2]

(5)

Оно получено интегрированием потока (4)
по поверхности капли. Наряду с этим, широко
используется приближенная формула, предло-
женная Р. Пикнеттом и Р. Бэксоном [17]
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Рис. 1. (a) Тороидальные координаты . Геометрия капель с контактными углами  (б) и  (в).
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где “емкость” капли  определяется фор-
мулой

(7)

Ошибка приближения (7) не превышает 0.2%.

Из (4) следует, что плотность потока испаре-
ния пленки в виде диска радиуса R, лежащей на
плоской поверхности, определяется формулой

                          (8)

Интегрируя поток (8) по кругу радиуса R, по-
лучаем полную скорость испарения:

                          (9)

Результат (9) был получен другим способом
Н.А. Фуксом [18].

Для полусферы ( ) имеем W = 2πD ×
×  (здесь  –̶ радиус шарового сегмента,
отвечающий капле (рис. 1б, 1в), а для сферы,
установленной на подложку ( ), скорость ис-
парения дается формулой .

Существует еще одно аналитическое решение
задачи (1), опирающееся на формулу Г.М. Макдо-
нальда для электростатического потенциала плос-
кого проводящего клина [19] и метод инверсии на
сфере Дж.К. Максвелла [20], позволяющий пре-
образовать решение для клина в решение, соот-
ветствующее проводящей линзе. Этот путь в об-
щем виде был рассмотрен Г.А. Гринбергом в мо-
нографии [21]. В препринте [22] одним из авторов
этой статьи данный подход впервые применен к
задаче об испаряющейся капле с учетом электро-
статической аналогии, а также опубликован в ма-
териалах Droplets 2021 [23].

В следующей части представлен вывод выра-
жения для потока испарения капли в биполярных
координатах. Показано, что этот поток можно
выразить как явную функцию полярного угла ϕ
(рис. 1б, 1в), имеющую вид однократного инте-
грала от выражения, состоящего только из эле-
ментарных функций, тогда как выражение (4)
представляет фактически двукратный интеграл
(с учетом интегрального представления функ-
ции Лежандра), зависящий от тороидальной
координаты , неудобной для непосредственного
использования и требующей пересчета в цилин-
дрическую систему по уравнениям (3).
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ПОТОК ИСПАРЕНИЯ В БИПОЛЯРНЫХ 
И ПОЛЯРЫХ КООРДИНАТАХ

Рассмотрим следующую задачу электроста-
тики. Пусть AO и BO две пересекающиеся про-
водящие плоскости, перпендикулярные плоскости
рис 2. Они образуют клин с внутренним углом .
Заряд e помещен в точку E, находящуюся на рассто-
янии 2R от ребра клина O на продолжении биссек-
трисы угла AOB. Требуется найти потенциал. Точ-
ка M характеризуется цилиндрическими коорди-
натами (r, α, 0) с центром в точке O, где r = |OM|,
а полярный угол отсчитывается от луча OA впра-
во. Ось z проходит нормально плоскости данного
рисунка. Потенциал проводящей поверхности по-
стоянен, и его можно принять равным нулю. Требу-
ется найти потенциал  вне клина в произволь-
ной точке . Согласно Г.М. Макдональду,
решение имеет вид [19]:

(10)

где , .

Учитывая, что из геометрии имеет место соотно-

шение  (см. рис. 2), так что 
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Рис. 2. Проводящий клин AOB, преобразуемый ин-
версией в проводящую линзу OE.
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, выражение (10) может быть переписа-

но в виде

(11)

Сделаем преобразование инверсии относи-
тельно центра в точке E для сферы радиусом 2R. В
результате преобразования получена линза OE,
геометрия которой показана на рис. 2. Потенциал
отраженной системы (эквипотенциальной лин-
зы) в отраженной точке N с координатами (r',
α', 0), где r' = |ON|, α' – угол AON определяется
выражением

(12)

По определению

(13)

где 2R – радиус сферы, в которой точка M отра-
жается в точку N.

Учитывая (11), получаем
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где .

Введем биполярные координаты (ξ, ω) с цен-
трами в точках O и E (рис. 2), так что точка N име-
ет координаты:

(15)

Уравнение (13) переписывается в виде
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С учетом этого потенциал определяется вы-
ражением

(20)

Поверхностная плотность заряда на поверхно-
сти линзы

(21)

Подчеркнем, что области определения потен-
циала (20) и поверхностной плотности заряда (21)
отличаются: первый определен во всем простран-
стве вне линзы и на ее поверхности, а вторая –
только на поверхности линзы.

Обозначим как P произвольную точку на по-
верхности линзы (рис. 3). По аналогии с точкой N
на рис. 2, см. формулу (15), она характеризуется
биполярными координатами (ξ, ω) с центрами в
точках O и E:

(22)

Угол  на поверхности линзы имеет одну и ту же
величину для всех точек дуги окружности с дан-
ным контактным углом . Рассматривая равно-
бедренный треугольник OQS (рис. 3), легко пока-
зать, что на поверхности линзы равенство (17)
приобретает вид:

(23)
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(25)

Имеют место следующие соотношения для ,
ω и  (рис. 3):

(26)

(27)

(28)

(29)

Используя (26)–(29), можно определить коор-
динату ω, соответствующую произвольной точке P,
характеризуемой полярным углом ϕ на поверхно-
сти сегмента. Тогда поверхностная плотность заря-
да в данной точке поверхности сегмента может быть
определена по формуле (24). Таким образом, можно
найти явную зависимость  от  (рис. 1б, 1в):

(30)

Полный заряд на выпуклой поверхности сег-
мента дается формулой
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Потенциал проводящей линзы , опреде-
ляемый формулой (20), вне линзы удовлетворяет
уравнению Лапласа, а на поверхности линзы при-
нимает постоянное значение. Таким образом, та-
кой потенциал формально является решением за-
дачи (1) с учетом замены  на . Исполь-
зуя эту аналогию, можно применить уравнение (20)
для описания плотности пара

(33)

Плотность потока испарения, отвечающая
формуле (4), может быть записана с учетом выраже-
ний (24), (25) и (30)
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Или, переходя из биполярных в полярные ко-
ординаты,
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Рис. 3. Геометрия сферического сегмента, отвечаю-
щая верхней части линзы OE (см. также рис. 2) с за-
данным контактным углом .
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Интегральная скорость испарения, соответ-
ствующая формулам (5)–(7), представляющая со-
бой интеграл от плотности потока пара по по-
верхности капли, имеет вид

(36)

Уравнение (35) удобно переписать в виде

(37)

где

(38)

Напомним, что в этих формулах R – радиус кру-
га, который занимает капля на подложке. Иногда (в
случае контактных углов больше 90°) бывает удоб-
нее использовать радиус сегмента, описывающе-
го кривизну поверхности капли: .

Таким образом, формула (35) дает поток испа-
рения капли как явную функцию полярного угла
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 (рис. 3), что с вычислительной точки зрения явля-
ется принципиальным преимуществом этой фор-
мулы по сравнению с применявшимся ранее ана-
литическим выражением (4).

ОБСУЖДЕНИЕ
Введем безразмерную скорость испарения кап-

ли в соответствии с формулой

(39)

и сравним скорости испарения, вычисленные пол-
ном в диапазоне контактных углов  по фор-
мулам Попова (5), Пикнетта и Бэксона (6), а также
по формуле (36), впервые предложенной в [22].

Рис. 4 показывает, что три указанные формулы
во всем диапазоне изменения контактного угла
дают тождественный результат с точностью до по-
грешности расчета, за исключением узкой области
около контактного угла  на самом краю обла-
сти определения, где формула Попова имеет раз-
рыв, не имеющий физического смысла.

Действительно, формула Пикнетта и Бэксона
при  дает (рис. 4)

(40)
как и должно быть согласно точному решению,
приведенному в [17]. Формула Попова (5) при 
дает

(41)
что является ложным результатом. Однако на не-
большом расстоянии от  в сторону меньших
контактных углов (рис. 4) формула Попова имеет
правильное значение

(42)
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Рис. 4. Графики безразмерной скорости испарения капли (39), вычисленные по формулам Попова (5), Пикнетта и
Бэксона (6), а также по новой формуле (36). Вплоть до области около  три графика неразличимы. На врезке дана
увеличенная область вблизи , где сплошной линией, резко спадающей от значения  до значения 2, представ-
лен график (5), а не имеющий такой особенности пунктир соответствует формулам (6) и (36).
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совпадающее с (40).
Причина такого поведения формулы (5) связа-

на, очевидно, не с исходной математической мо-
делью, поскольку формулы (6) и (36), основанные
той же самой модели, ведут себя плавно вблизи

, а с процедурой интегрирования плотно-
сти потока (4). Действительно, для получения
формулы (5) из (4) необходимо найти интеграл

. Попов в своей работе
[2], где впервые опубликована формула (5), ис-
пользует решение (2.17.1.10), приведенное в спра-
вочнике [24]. Можно убедиться, что применение
указанного решения для взятия вышеприведен-
ного интеграла происходит с нарушением указан-
ных в [24] условий применимости. Это делает фор-
мулу (5) в целом не вполне корректной, хотя, как
показывают непосредственные расчеты, практиче-
ски пригодной в широком диапазоне контактных
углов, не слишком близких к .

Таким образом, формула Попова имеет огра-
ничение в применимости со стороны больших
контактных углов, и ее область определения
должна быть скорректирована исключением обла-
сти  из области определения: . Чис-
ленный расчет по формуле (36) при этом вполне
соответствует расчету по выражению (6) во
всем диапазоне контактных углов, однако нель-
зя не признать, что с практической точки зрения
формула (6) гораздо удобнее, чем (36).

Дополнительная проверка новых формул мо-
жет быть проведена расчетом асимптотической
плотности потока испарения в пределе , отве-
чающем приближению теории смазки (lubrication
approximation). При этом уравнение (38) имеет вид

(43)

или, с учетом  и , где r – цилиндриче-
ская координата, отвечающая данному полярно-
му ϕ (рис. 1), получаем

                          (44)

т.е. в точности имеет место соотношение (8), как
должно быть в соответствии с формулой (4).

Графики функции (38) для различных значе-
ний краевых углов , представлены на рис. 5. По-
ведение этой функции определяет зависимость
плотности потока испарения (35) от полярного
угла , который указан на рис. 1б и 1в. Вид этих
кривых эквивалентен соответствующим выраже-
ниям [1, 2, 16], но имеет другое формальное пред-
ставление , более удобное для построения.

Действительно, уравнение (35) содержит яв-
ную зависимость плотности потока от полярно-
го угла , тогда как формула (4), предлагаемая

θ = π

1/2
1/2

1
( cos ) ( )ix P x dx

∞ −
− + τ+ θ

π

θ → π [0, ]θ ∈ π

0θ →

1
2 2 22( ) ( ) ,f

−θϕ ≈ θ − ϕ
π

r ≈ ρϕ R ≈ ρθ

1/22

2
2 ( )( ) 1 ,sD n n rJ r

R R

−
∞−  ≈ − π  

θ

ϕ

( )J ϕ

ϕ

О.Ю. Поповым и соавторами, имеет вид и пе-
ресчитывается по формулам (3) в функцию ,
зависящую от цилиндрической координаты r. Это
приводит к неоднозначности значений потока в
капле с контактным углом, большим 90°, что оче-
видно из рис. 1б: одному и тому же r могут отвечать
две разные точки на поверхности, характеризуемые
двумя разными значениями полярного угла .

Поведение плотности потока испарения при
контактных углах, меньших 90°, вблизи края капли
заслуживает специального обсуждения. Согласно
формулам (4) и (3357), дающим эквивалентные ре-
зультаты, плотность потока испарения на краю
капли имеет бесконечное значение. Это следует
также и из формулы (44). Данная особенность яв-
ляется интегрируемой, т.е. интеграл плотности
потока по поверхности капли при этом имеет ко-
нечное значение, что, в частности, удостоверяет-
ся рис. 4. Однако, наличие указанной математи-
ческой особенности плотности потока, полученной
в диффузионном приближении, указывает на огра-
ничения этого приближения с физической точки
зрения.

Действительно, согласно молекулярно-кинети-
ческой теории, максимальная плотность потока
испарения при данной температуре лимитирует-
ся скоростью испарения с единицы площади по-
верхности капли в вакуум, определяемой уравне-
нием Герца−Кнудсена:

(45)

где  – давление насыщенного пара,  –
постоянная Больцмана, T – температура поверх-
ности капли, m – масса молекулы пара.

Из этих же соображений можно оценить мини-
мальный размер капли, который можно рассматри-
вать в диффузионном приближении. Прирав-
няем поток испарения сферической капли ра-
диуса R в газе среднего давления, а именно,
величину  [14, 18], среднему потоку ве-
щества той же капли, покидающему ее в единицу
времени в силу теплового движения молекул на гра-
нице капли и окружающей среды .

Отсюда получаем выражение для критическо-
го радиуса (при котором скорость диффузионно-
го испарения сравнялась бы со скоростью испа-
рения в вакуум):

(46)

С учетом того, что коэффициент диффузии па-
ра в воздухе

(47)
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где  – средняя длина свободного пробега моле-
кулы пара в воздухе, оценка радиуса приобретает
вполне ожидаемый вид: . Очевидно, что диф-
фузионное приближение справедливо при медлен-
ном испарении: , т.е. при размерах, много
больших чем длина свободного пробега. Отсюда
для минимальной длины усреднения в диффузи-
онном приближении L будем иметь:

(48)

Практически речь идет о длинах, больших 1 мкм.
Эта величина устанавливает, в частности, и поря-
док минимальной дистанции отступа от края кап-
ли, на которой плотность потока испарения с по-
верхности капли при краевом угле, меньшем 90°,
в диффузионном приближении все еще имеет до-
стоверные значения.

Строго говоря, обсуждаемая модель примени-
ма для капель простых медленно испаряющихся
жидкостей, форму которых можно описать шаро-
вым сегментом, т.е. достаточно малых по сравне-

l�

0R l∝ �

'W W!

.L l�@

нию с капиллярной постоянной, но и достаточно
больших по сравнению с длиной свободного про-
бега молекулы пара в окружающем воздухе. Опи-
сание капель меньшего размера нарушает диф-
фузионное приближение и требует учета кине-
тических эффектов [18, 25]. Высокие скорости
испарения могут нарушать условие квазистацио-
нарности, а также делают необходимым учет тем-
пературных градиентов, связанных с теплоообме-
ном между каплей и окружающей средой. Наличие
высоких градиентов температуры может привести к
возникновению термокапиллярных потоков Ма-
рангони [26, 27], влияющих как на теплообмен, так
и на форму капли. Рассмотрение бинарных и бо-
лее сложных растворов жидкостей [28], примене-
ние поверхностно активных веществ, модифици-
рующих свойства поверхности капли [29], требует
учета диффузионных, тепловых и конвективных
процессов в объеме капли и в окружающей воз-
душной среде.

Рис. 5. Графики функции , определяемой формулой (38), при различных значениях контактного угла (  = 30°, 90°,
120°, 179°) описывают безразмерную плотность потока испарения с поверхности капли в зависимости от полярного
угла ϕ, который изменяется в пределах от 0° до .
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ВЫВОДЫ

Предложены новые аналитические выражения
для плотности пара, плотности потока испарения и
полного потока испарения в единицу времени для
квазистационарно медленно испаряющейся малой
осесимметричной капли на плоской подложке с
произвольным значением контактного угла в рам-
ках приближения малости температурных градиен-
тов во всех частях системы. При выводе использо-
валось известное в электростатике решение уравне-
ния Лапласа для плоского клина, преобразованное
методом инверсии на сфере в решение для линзы
в биполярных координатах. Новые выражения
математически эквивалентны формулам в торои-
дальных координатах, предложенным ранее, од-
нако плотность потока испарения в биполярных
координатах имеет более простую форму одно-
кратного интеграла от комбинации элементар-
ных функций, что дает преимущества с вычис-
лительной точки зрения.

Проведена валидация новых формул путем
сравнения скорости испарения (36) с ранее предло-
женными аналогами, а также установлена асимпто-
тика плотности потока испарения (35) при малых
контактных углах. Показана эквивалентность но-
вых формул их аналогам.

Новые выражения справедливы для капли с лю-
бым контактным углом в диапазоне . Пока-
зано, что плотность потока испарения, выведен-
ную в биполярных координатах, можно выразить
как явную функцию полярного угла ϕ (рис. 1б, 1в),
имеющую вид однократного интеграла от выраже-
ния, состоящего только из элементарных функций,
тогда как ранее предложенное выражение (4) пред-
ставляет фактически двукратный интеграл (с уче-
том интегрального представления для функции
Лежандра ), зависящий от торои-
дальной координаты , неудобной для непо-
средственного использования и требующей пере-
счета в цилиндрическую систему.

Таким образом, для исследования плотности
потока испарения более удобно использовать но-
вую формулу (35), чем ее аналог (4). Однако если го-
ворить об интегральной скорости испарения,
то формула Пикнетта и Бэксона (6), являясь очень
точной аппроксимацией аналитического реше-
ния, имеет преимущества перед ее аналитически-
ми аналогами (5) и (36), оставаясь непревзойден-
ной в практически значимых расчетах интеграль-
ной скорости испарения.

Вклады авторов: П.В. Лебедев-Степанов – вы-
вод основных соотношений и асимптотики,
О.А. Савенко – численные расчеты и построение
графиков.

[0, ]θ ∈ π

1/ 2 (c h )iP− + τ α
α
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