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Впервые в рамках модели тонкопористой мембраны получено простое аналитическое выражение
сопротивления поверхностно-модифицированной ионообменной мембраны в зависимости от фи-
зико-химических характеристик ее заряженных слоев. Методом математического моделирования
исследовано влияние физико-химических параметров модифицирующего слоя ионообменной
мембраны на ее сопротивление. Определено влияние концентрации раствора на сопротивление
мембраны. Получена простая формула сопротивления однослойной ионообменной мембраны.
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ВВЕДЕНИЕ
Развитие и совершенствование технологий

электромембранного разделения, таких как элек-
тродиализ [1–3], мембранный электролиз [4], а так-
же разработка высокоэффективных топливных
элементов [5–7] невозможно без создания ионооб-
менных мембран (ИОМ), обладающиx улучшен-
ными характеристиками, в зависимости от реша-
емой задачи разделения, по производительности,
селективности, проводимости, гидрофобности и
устойчивости к различному виду загрязнений.

В настоящее время одним из самых популяр-
ных подходов при создании таких мембран явля-
ется метод поверхностной модификации, воз-
можностям которого посвящено ряд обзоров [8–
10]. Как правило, при модификации поверхности
формируется один дополнительный слой [8, 11–
14] или несколько слоев [8, 15, 16]. Сформирован-
ный слой, который в дальнейшем будем называть
модифицирующим слоем, взаимодействует с по-
верхностью мембраны либо физически, либо хи-
мически. Физико-химические свойства и строе-
ние данного слоя используются для изменения
свойств поверхности мембраны, которое позво-
ляет улучшить ее селективность или производи-
тельности, придать ей антибактериальные свойства
или гидрофобность. Существуют также другие по-
верхностные методы модификации мембран, на-
пример ионная имплантация, способные непо-
средственно модифицировать химическую струк-
туру их поверхностей.

В данной работе мы будем рассматривать
бислойную ионообменную мембрану, состоящую
из ионообменной мембраны, на поверхности ко-
торой сформирован модифицирующий слой.

Важнейшей характеристикой поверхностно-
модифицированной ионообменной мембраны
(МИОМ), наряду с проницаемостью и селективно-
стью является ее сопротивление (проводимость),
которая в последнее время активно эксперимен-
тально изучается [11–20]. Однако, теоретических
исследований по определению проводимости
МИОМ с учетом влияния модифицирующего слоя
и других физико-химических параметров мем-
бранных слоев и разделяемого раствора практи-
чески не проводилось ввиду их крайней сложно-
сти выполнения. Отметим лишь теоретическую
работу [21], в которой в рамках бислойной модели
“тонкопористой мембраны”, рассмотренной так-
же и в работах [22–24], удалось описать процесс
электродиффузии в бислойной мембране с моди-
фицирующем слоем и получить аналитические
формулы для вольтамперной характеристики
(ВАХ) мембраны с незаряженным модифициру-
ющим слоем и предельных токов при разной ори-
ентации мембраны в ячейке.

Цель данной работы состоит в нахождении ана-
литической формулы для сопротивления МИОМ
с заряженным модифицирующим слоем в зави-
симости от объемной плотности заряда фиксиро-
ванных групп в слое и других характеристик.
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Будем рассматривать установившийся транс-

порт ионов 1 : 1 электролита через бислойную мем-
брану с двумя примыкающими диффузионными
слоями при наложении внешнего электрического
поля с перепадом напряжения U (схема процесса
электродиффузии представлена на рис. 1).

Для определенности будем считать, что моди-
фицирующий слой – 1, образующийся в резуль-
тате поверхностного модифицирования катиони-
товой мембраны, имеет постоянную по толщи-
не объемную плотность фиксированных зарядов

 . Плотность фиксированных заря-
дов в катионообменном слое – 2 бислойной мем-
браны  также постоянна по тол-
щине и равна .

В обeих областях интенсивного перемешива-
ния раствора концентрации ионов постоянны и
равны между собой:

(1)

где индексы  относятся к катионам и анионам, с0 –
концентрация электролита в областях интенсив-
ного перемешивания раствора.

Будем рассматривать концентрации электро-
лита с0 > 0.001 M, при которых наличием двойных
электрических слоев (ДЭС) можно пренебречь,
поскольку их толщина (<10 нм) на несколько по-
рядков меньше характерных толщин мембраны
(50–300 мкм) и толщин диффузионных слоев
(100–500 мкм), и заменить ДЭС геометрическими
границами, при переходе через которые концен-
трации ионов и электрический потенциал испы-
тывают эффективные скачки в соответствии с ра-
венством электрохимических потенциалов ионов
по обе стороны от межфазных границ.

Поскольку толщина мембраны мала по срав-
нению с ее диаметром, то процесс электродиффу-

< < 1(0 )x h ρ1 

< < +1 1 2( )h x h h
ρ2 

+ −≡ = −δ + + δ0 0 0 1 1 2 2, при ; ,c c c x x h h

±

зии можно рассматривать в одномерном прибли-
жении. Тогда в диффузионных слоях и в слоях
мембраны постоянные потоки ионов описывают-
ся соотношениями Нернста−Планка:

(2)

(3)

(4)

где ϕ – безразмерный электрический потенциал в
единицах RT/F (F – число Фарадея, R – универ-
сальная газовая постоянная, T – абсолютная тем-
пература), штрих означает дифференцирование
по координате x, нормальной к поверхности мем-
браны и направленной вдоль внешнего электри-
ческого поля, D, Dm1, Dm2 – коэффициенты диф-
фузии ионов электролита в объемном растворе и
ионов в слоях мембраны, соответственно. В даль-
нейшем будем предполагать, что 

 , т.е. коэффи-
циенты диффузии анионов и катионов в каждой
области совпадают, что практически выполнено
для электролита KCl. Заметим, что данное пред-
положение позволяет существенно упростить ма-
тематические выкладки и получить точные фор-
мулы для искомых величин. При этом получить
аналитическое решение в случае различающихся
коэффициентов диффузии ионов невозможно. Од-
нако, учет данного обстоятельства возможен, если
везде в полученном решении вместо коэффициен-
тов диффузии ионов использовать коэффициент
диффузии молекулы электролита, вычисляемый по

формуле: , , i = 1,2.

Дополнительными являются условия электро-
нейтральности в диффузионных слоях:

(5)

и в слоях мембраны:

(6)

Кроме того, задаются условия равенства электро-
химических потенциалов ионов на межфазных
границах слоев мембраны и раствора x = 0, x = h1,
x = h1 + h2:
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Рис. 1. Схема процесса электродиффузии через бис-
лойную катионообменную мембрану с прилегающи-
ми диффузионными слоями. 1 − заряженный моди-
фицирующий слой, 2 − ионообменный слой. 
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(7)

а также условия непрерывности концентраций и
электрического потенциала на границе диффузи-
онных слоев:

(8)

Плотность электрического тока в системе опре-
деляется формулой:

(9)

В приведенных выше формулах введены сле-
дующие обозначения:  – скачки
безразмерного электрического потенциала при
переходе через поверхности мембраны 

 соответственно,  – коэф-
фициенты равновесного распределения ионов в
слоях мембраны, U – размерное электрическое

напряжение,  – безразмерное электри-

ческое напряжение в системе.
Приведем краевую задачу (1)–(9) к безразмер-

ному виду, введя следующие безразмерные пере-
менные и параметры:

Тогда система (1)–(9) приобретает следующий вид:
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Далее для удобства решения' краевой задачи
(1')–(9') вместо неизвестных постоянных плотно-
стей потоков ионов  будем использовать плот-
ность электрического тока  и вспомога-
тельную величину .

В работе [21] была решена приведенная выше
краевая задача и показано, что ВАХ системы,
описывается следующей системой уравнений:
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(12)

(13)

где 

, .

С учетом (10)–(11), соотношение (12) запишем
в виде

(14)

Отметим, что определение сопротивления ионо-
обменной мембраны из экспериментальной ВАХ
крайне затруднительно из-за влияния сопротив-
лений диффузионных слоев в электродиффузи-
онной ячейке. Попытки уменьшить их влияние,
например, путем увеличения скорости переме-
шивания или протока разделяемого раствора, не
всегда оказываются эффективными особенно
при низких концентрациях электролита или не-
высоких величинах сопротивления самой мем-
браны [25–29].

В данной работе с помощью полученных соот-
ношений (10)–(11), (13)–(14) получим формулу
сопротивления МИОМ, без влияния сопротивле-
ний диффузионных слоев. С этой целью в выра-
жения (10)–(11) и (14) подставим  и
получим
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С учетом того, что  и ,
определим число переноса противоионов  стан-
дартным образом

(18)

где .

В дальнейшем будем рассматривать случай

 (т.е. при . Решение

системы (15)–(17) будем искать в виде разложе-
ния в ряд Тейлора по малым токам. Тогда в пер-
вом приближении по току распределение кон-
центраций ионов в соответствующих слоях
МИОМ может быть записано в виде

(19)

где  и  – производные по току при .

Подставляя (19) в выражения (15)–(16), полу-
чим в нулевом приближении
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му условию (13).
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(22)

Умножив в (22) числитель и знаменатель на , по-
лучим

(23)

где  , 

Аналогичным образом, разлагая соотношение
(17) в ряд по , с учетом (19)–(22) получим

(24)

где ,

Выражение (24) в размерном виде может быть за-
писано следующим образом

(25)
Из (25) находим, что сопротивление МИОМ –
, описывается следующей формулой

(26)

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Для удобства проведения анализа запишем

(26) в виде

(27)

где ,  – сопротивление заря-
женных слоев МИОМ.

Из (27) следует, что сопротивление бислойной
мембраны определяется как сумма сопротивле-
ний ее заряженных мембранных слоев, причем с
учетом (23), сопротивление каждого из слоев за-
висит и от характеристик другого слоя.

Если плотность заряда модифицированного
слоя равна нулю (  ), то из (27) с учетом (24)
следует, что

(28)

В случае, если слои не заряжены ,
из (27) следует, что сопротивление бислойной
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мембраны представляет собой сумму взаимно не-
зависимых омических сопротивлений двух неза-

ряженных слоев в виде  что совпада-

ет с соответствующим выражением в работе [21].
В случае однослойной ионообменной мембраны
из (27) получим, что при  следует, что

, а при  находим, что 

полученные выражения полностью согласуют-
ся с соответствующими формулами для сопро-
тивления однослойной мембраны, полученны-
ми в работе [21].

С учетом (24) из (27) следует , что сопротив-
ление бислойной ионообменной мембраны 
зависит от физико-химических параметров ее
слоев и раствора ( , , , , .
Влияние некоторых характеристик модифици-
рующего слоя на величину  было проанали-
зировано с помощью пакета MathCad14 и фор-
мулы (27), с учетом выражений для  и  и соотно-
шения (23), при заданных значениях 

   

  

. Здесь  – фиксированная кон-
центрация, введенная для обезразмеривания.
Выбранные физико-химические параметры ка-
чественно соответствуют модифицированной мем-
бране МФ-4СК/Пан в измерительной ячейке, за-
полненной 0.05 М водным раствором HCl [30].

Влияние плотности заряда модифицирующего
слоя на сопротивление МИОМ (при заданных зна-
чениях остальных параметров мембранной систе-
мы) исследовано с помощью пакета MathCad 14 и
полученного из (27) с учетом (24) выражения вида

(29)

где  ,  .

Как видно из рис. 2, при одинаковой заряжен-

ности обоих мембранных слоев МИОМ , с

увеличением величины плотности заряда модифи-
цирующего слоя сопротивление мембраны убывает
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и выходит на плато. При разных по знаку плотности

зарядов слоев МИОМ  , c увеличением ве-

личины плотности заряда модифицированного
слоя сопротивление мембраны возрастает.

Влияние толщины модифицирующего слоя на
сопротивление МИОМ также было выполнено с
помощью пакета MathCad 14 и выражения (29).
Как видно из рис. 3, при увеличении толщины
модифицирующего слоя –  сопротивление
МИОМ возрастает независимо от знаков плотно-
сти зарядов слоев МИОМ, в то время как ско-
рость ее роста зависит. Так из рис. 3а и 3б видно,
что при разных по знаку плотности зарядов слоев

МИОМ , скорость роста сопротивления

МИОМ при больших толщинах модифицирую-

щего слоя  заметно меньше, чем при ма-

лых значениях, в то время как при одинаковой за-
ряженности обоих мембранных слоев МИОМ

σ < σ 

1

2

0

1h

σ < σ 

1

2

0

 > 
 

1

2

1h
h

 скорость роста сопротивления МИОМ

изменяется не столь заметно при возрастании
толщины модифицирующего слоя.

Влияние концентрации электролита на сопро-
тивление МИОМ было выполнено численно с
помощью пакета MathCad 14 и полученного из
(29) с учетом (24) выражения вида

(30)

где  ,

, .

Как видно из рис. 4, при низких концентраци-
ях электролита уменьшение его концентрации
приводит к заметному росту сопротивления
МИОМ, а с ростом концентрации, сопротивле-
ние МИОМ убывает, причем величина и ско-
рость изменения сопротивления МИОМ может
заметно зависеть от знака модифицирующего
слоя.

Для нахождения сопротивления однослойной
ионообменной мембраны  положим толщину
модифицирующего слоя равной нулю. Тогда с уче-
том (28) получим формулу сопротивления ИОМ

(31)
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Рис. 2. Зависимость  от относительной вели-
чины заряда модифицирующего слоя – . 
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Как видно из соотношения (31), сопротивле-
ние однослойной ионообменной мембраны ли-
нейно зависит от толщины мембраны – , что хо-
рошо согласуется с экспериментальными данными
[26–29]. Отметим также, что в случае однослойной
ИОМ сопротивление мембраны при низких кон-
центрациях электролита практически не изменя-
ется, однако с ростом концентрации сопротивле-
ние убывает, как видно из рис. 4. Заметим, что по-
добное поведение наблюдается в экспериментах
[26–29], в том числе и для ионообменных нано-
пористых мембран [30].

Отметим также, что (31) описывает сопротив-
ление нанокапилляра с поверхностным зарядом

. Так, если предположить, что  и
 (т.е. ), то сопротивление  нанока-

пилляра описывается следующим выражением

(32)

которое совпадает с формулой сопротивления на-
нокапилляра, полученной в работе при тех же до-
пущениях [31].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Впервые в рамках модели тонкопористой мем-

браны получено простое аналитическое выраже-
ние сопротивления поверхностно-модифициро-
ванной ионообменной мембраны в зависимости
от физико-химических характеристик ее заря-
женных слоев. Методом математического моде-
лирования исследовано влияние плотности заря-
да модифицирующего слоя МИОМ на ее сопро-
тивление. Показано, что сопротивление МИОМ

2h

σ = σ2s = 2mD D
γ =2 1 ν =2 1m ncR

ρ=
σ +

2
2
2

   ,
4

nc
hR

уменьшается и выходит на плато при возрастании
величины плотности заряда модифицирующего
слоя, если плотности зарядов обоих мембранных
слоев имеют одинаковый знак. При разных зна-
ках плотности зарядов сопротивление МИОМ
возрастает с увеличением величины плотности за-
ряда модифицирующего слоя. Показано, что при
увеличении толщины модифицирующего слоя, со-
противление мембраны МИОМ возрастает неза-
висимо от знака зарядов слоев МИОМ, в то время
как скорость роста сопротивления МИОМ зави-
сит от знака плотности.

Установлено, что при низких концентрациях
раствора сопротивление МИОМ сильно возрас-
тает с уменьшением концентрации, а при высо-
ких – слабо убывает с увеличением концентра-
ции. Получена простая формула для сопротивления
однослойной ионообменной мембраны. Показано,
что при низких концентрациях электролита сопро-
тивление ИОМ практически не зависит от кон-
центрации, однако при возрастании концентра-
ции сопротивление МИОМ начинает убывать.

Полученные результаты, строго говоря, при-
менимы для количественной оценки сопротивле-
ний новых ионообменных мембран в растворах
одновалентных электролитов типа KCl, у которых
подвижности аниона и катиона, практически
совпадают. К сожалению, получить аналитиче-
ское решение при различии коэффициентов диф-
фузии ионов и зависимости их от концентрации
электролита невозможно. Однако и в этом случае
полученные в работе результаты могут быть ис-
пользованы для прогностических оценок сопро-
тивления МИОМ.
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