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В рамках подхода, опирающегося на так называемый метод K-средних, изучаются возможности при-
ближения гравитационного потенциала небесных тел нерегулярной формы в виде потенциала трех
гравитирующих шаров. Такие распределения построены для астероидов (2063) Бахус, (216) Клеопатра
и (433) Эрос. Выполняется сопоставление предлагаемых моделей с моделями, представленными в
рамках других подходов [1–3].

DOI: 10.1134/S0023420619040022

ВВЕДЕНИЕ
Известно, что многие малые небесные тела от-

личаются нерегулярностью формы, а потому – и
нерегулярностью в распределении масс, что
усложняет решение задач механики космическо-
го полета в их окрестности. Для приближенного
описания их притяжения было предложено ис-
пользовать их представления в виде совокупно-
сти некоторого небольшого числа простейших
тел. Так, в [4–7] (см. также [8–12]) такое прибли-
жение осуществлялось с помощью пары однород-
ных шаров (“гантель Белецкого”). Также извест-
ны случаи приближения астероидов тройками и
четверками таких шаров или точек [1–3]. Кроме
того, активно изучались возможности использо-
вания для нужд оценки притяжения тел непра-
вильной формы тонких однородных стержней
(см., например, [13–16]). Удается исследовать
[17–19] некоторые особенности динамики в
окрестности таких объектов.

Параметры получаемых таким образом при-
ближенных систем, как правило, определяют из
сравнения асимптотик их потенциалов с асимп-
тотиками потенциалов тел, полученных с помо-
щью триангуляции их поверхностей [20] (см. так-
же, например, [21–26]).

Возможны разные подходы для восстановле-
ния потенциала сил притяжения с помощью ра-
зумного агрегирования компонент тела по точкам

поверхности, доступным для наблюдения. Как
правило, они опираются на методы, предложен-
ные в [21, 22]. В настоящей работе обсуждается
возможность применения для таких нужд т.н. ме-
тод K-средних, известного из теории распознава-
ния образов и опирающегося на идеи выдающе-
гося польского математика Х. Штейнгауза [27].

1. ТЕОРИЯ ШТЕЙНГАУЗА

Пусть  – множество, состоящее из матери-
альных точек одинаковой массы, каким-то обра-
зом расположенных в трехмерном евклидовом
пространстве. В [27] Х. Штейнгаузом был предло-
жен следующий подход к разбиению этого мно-
жества  на  подмножеств, “максимально уда-
ленных друг от друга”1.

Разобьем множество  на три непересекаю-
щихся подмножества    Определим их
центры масс (центроиды) –    Вычислим
расстояния   и найдем мини-
мальное из этих расстояний:

1 На протяжении работы рассматривается случай 
Случаи других значений  рассматриваются аналогично.
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Запомним эту величину и выполним такую же
процедуру для всех возможных разбиений мно-
жества  на три непересекающихся подмноже-
ства. Число таких разбиений конечно, поэтому
среди запомненных на каждом шаге величин вы-
берем ту, значение  для которой максимально.
Отвечающее этому значению разбиение на три
непересекающихся подмножества будем считать
искомым.

Замечание. Найденному максимальному зна-
чению  могут отвечать различные разбиения
множества  на непересекающиеся подмноже-
ства. Например, для любого разбиения тонкой
однородной палочки на два связных подмноже-
ства расстояние между центрами масс подмно-
жеств составит половину длины палочки2.

Для трех подмножеств можно предложить сле-
дующий пример: рассмотрим однородную тон-
кую проволочку, согнутую в виде окружности.
Имеется континуум способов разбиения этой
окружности на три равные дуги. Любое такое раз-
биение будет удовлетворять условию максимиза-
ции минимального расстояния между центрами
масс подмножеств. При этом означенный макси-
мум из минимальных расстояний составит  ра-
диусов окружности.

Замечание. Если тело  состоит из частичек
разных масс, то из них можно выделить мини-
мальную массу, а остальные массивные геомет-
рически идентичные точки считать как кратные:
если в точке  сосредоточена масса  то счи-
тать, что в ней располагается  частичек массы 

Замечание. Если характерные размеры тела a, b
и c таковы, что

то приближение шарами вполне осмысленно, ес-
ли тело сильно вытянуто вдоль a: 
Если же выполнено неравенство противополож-
ного смысла  то вопрос о приближе-
нии такого тела шарами требует дальнейших раз-
мышлений (см., например, [11, 12, 28]).

2. ИТЕРАЦИОННАЯ ПРОЦЕДУРА
Пусть масса астероида распределена равно-

мерно. Тогда его плотность постоянна, и вместо
масс в дальнейшем можно будет говорить об объ-
емах. Предположим, что выполнена триангуля-
ция поверхности астероида: построен аппрокси-
мирующий ее многогранник, заданный набором
вершин и набором треугольных граней. Так, на
рис. 1а–3а изображены соответственно триангу-
ляции поверхностей астероидов (2063) Бахус (на
основании данных из [29]), (216) Клеопатра (на

2 Проф. С.Я. Степанов: частное сообщение.
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основании данных из [30]) и (433) Эрос (на осно-
вании данных из [31, 32]).

Так как поверхность небесного тела ориенти-
руема, то на треугольной сетке можно ввести со-
гласованную ориентацию: будем считать, что из
конца отвечающей треугольнику внешней норма-
ли обход треугольника виден против часовой стрел-
ки. Тогда объем триангулированного астероида ра-
вен сумме ориентированных объемов тетраэдров 
с вершиной в, вообще говоря, произвольной фик-
сированной точке  и с основаниями в треугольни-
ках из триангуляционной сетки. Множество таких
тетраэдров обозначим 

Центр масс триангулированного астероида
можно, например, определить следующим обра-
зом: центр масс  каждого тетраэдра  рас-
полагается на отрезке, соединяющем точку пере-
сечения медиан основания с вершиной  и делит
этот отрезок в отношении  считая от верши-
ны (см., например, [33], пункт 223. Тетраэдр).
Найденной таким образом точке  поставим в
соответствие величину  – ориентированный
объем рассматриваемого тетраэдра. Тогда центр
масс триангулированного астероида – точка  –
определяется стандартным образом:

Замечание. Для определения положения цен-
тров масс небесных тел часто используется под-
ход, опирающийся на результаты [34], касающие-
ся геометрии масс тетраэдра (см. также [35]).
Подход, применяемый в настоящей работе, гео-
метрически идентичен указанному и отличается
лишь формой геометрического представления.

Покажем, как с помощью алгоритма, предло-
женного в [36], можно приближенно определить
разбиение множества точек астероида на три не-
пересекающиеся составляющие таким образом,
чтобы они были максимально (в смысле Штейн-
гауза) удалены друг от друга.

Пусть P – совокупность центроидов  с
приписанными им ориентированными объемами
соответствующих тетраэдров (ср. [37, 38]). В каче-
стве первого шага выделим из множества P пару то-
чек  и  максимально удаленных друг от друга.

Далее, определим точку  максимально уда-
ленную от  и :

Разобьем множество P на три непересекающих-
ся подмножества   и  следующим образом:

kT
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пробную точку из P отнесем к  если эта точка
располагается ближе всего к точке  

Замечание. Подмножества   и  будут не-
пересекающимися, если следовать, например,
следующим правилам: пусть пробная точка 
равноудалена от  и  располагаясь при этом на
строго большем расстоянии от 

Тогда такую точку  поместим в подмноже-
ство . Правило для оставшихся двух случаев, ко-
гда пробная точка  равноудалена от точек  и 
или  и  получим из предыдущего правила цик-
лической перестановкой индексов. Пробные точ-
ки равноудаленные от всех   для опреде-
ленности будем помещать в подмножество 

Далее, вычислим центры масс   и  мно-
жеств   и  соответственно. Если расстояния

 достаточно малы для всех , то прихо-
дим к искомому разбиению.

В противном случае, в качестве точек   и 
принимаем точки   и  соответственно, и
повторяем процесс разбиения множества P на
подмножества   и 

Замечание. Предложенный алгоритм допуска-
ет несложную геометрическую интерпретацию.
Для пары точек  и  построим плоскость ,
перпендикулярную отрезку  и проходящую
через его середину. Такие же плоскости  и 
построим для двух оставшихся отрезков. Эти три
плоскости пересекаются по прямой  – общему
ребру трех двугранных углов, внутри каждого из

,iP
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1 2P P
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�

которых содержится ровно одна из точек  Вме-
сте с этой точкой внутри указанных двугранных
углов содержатся в основном (с точностью до
описанного выше правила обработки точек, рав-
ноудаленных от двух данных) все точки искомых
промежуточных подмножеств.

Замечание. Согласно применяемому алгорит-
му длина минимальных сторон возникающих
треугольников возрастает. Ясно, что эта величина
ограничена сверху, чем обеспечивается сходи-
мость алгоритма за конечное число шагов (см.
[36, 39], где также показано что в течении работы
алгоритма никакое разбиение не повторяется
дважды).

Каждому из множеств   и  можно поста-
вить в соответствие шар, объем которого равен
суммарному объему соответствующего множе-
ства, а центр располагается в центре масс 

 этого множества. В дальнейшем эти ша-
ры будут использованы преимущественно для на-
глядного представления расположения и разме-
ров подмножеств   и 

3. ПРИМЕНЕНИЕ АЛГОРИТМА
К МОДЕЛЯМ АСТЕРОИДОВ (2063) БАХУС, 

(216) КЛЕОПАТРА, (433) ЭРОС

Рассмотрим упомянутые выше конечноэлемент-
ные модели астероидов (2063) Бахус, (216) Клеопат-
ра и (433) Эрос, в рамках которых астероиды при-
ближаются однородными многогранниками, зада-
ваемыми наборами вершин треугольных граней
[29–31] (табл. 1 и 2).

На рис. 1б, 2б и 3б с помощью различных то-
нов представлены получившиеся в результате
применения описанного выше алгоритма разбие-
ния соответствующих астероидов на три непере-

.iP

1,P 2P 3P

,iS
1,2,3i =

1,P 2P 3.P

Таблица 1. Физические характеристики астероида

Название Масса (в кг) Плотность, кг м–3 Период вращ. Размеры (в км)

(2063) Бахус [29] 2000 14 ч 54 мин 1.11 × 0.57 × 0.57

(216) Клеопатра [30] 3600 5 ч 23 мин 217 × 94 × 81

(433) Эрос [31] 2670 5 ч 16 мин 34.4 × 11.2 × 11.2

113.2 10⋅
182.48 10⋅
156.69 10⋅

Таблица 2. Характеристики моделей астероидов.   и  – радиусы аппроксимирующих шаров

Многогранник Тройка шаров (в метрах)

вершины грани

(2063) Бахус 2048 4092 219 232 211 555 264 300
(216) Клеопатра 2048 4092 41801 40944 30203 133671 59332 74641
(433) Эрос 856 1708 5631 6151 5683 17983 9897 8783

1,R 2R 3R

1R 2R 3R 1 2S S 2 3S S 3 1S S
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секающихся подмножества, а также изображены
вычисленные тройки аппроксимирующих шаров.

Замечание. Для ряда астероидов, в том числе –
для астероида (216) Клеопатра, представление
гравитационного поля как поля притяжения “ди-
поля”3 получено в [10].

Было показано, что параметры приближаю-
щей гантели таковы: массы притягивающих точек

 и  кг,
расстояние между ними  м. Гантелеоб-
разная модель того же астероида, построенная с
помощью метода K – средних была предложена в
[40]. Параметры этой модели таковы: массы ша-
ров  и  кг, радиу-
сы шаров  и  м, расстояние
между центрами  м.

Интересно, что полученные параметры обеих
моделей близки друг к другу:

Замечание. Исследования по представлению
астероидов в виде композиции трех шаров, веро-
ятно, восходят к работе [3], где такие шары иска-
лись “методом скелетонизации” ([3], стр. 120) в
предположении о том, что они попарно касаются
друг друга. Согласно этой работе, вычисленные
для астероида (216) Клеопатра центры тройки ша-

3 В русской номенклатуре для таких объектов употребляется
понятие “гантель”, в то время как понятие “диполь” имеет
совершенно другой смысл, происходящий из физики: ди-
поль образует пара равных по величине зарядов противо-
положного знака.

18
1
' 1.329580469 10m = ⋅ = ⋅ 18

2
' 1.258652532 10m
' 122997=�

18
1 1.2454 10m = ⋅ 18

2 1.3064 10m = ⋅
1 43549R = 2 44249R =

117800=�
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ров располагаются на одной прямой, крайние
шары равны, и их радиусы в два раза больше ра-
диуса среднего шара.

В нашем исследовании три точки, в которых
оказались сосредоточены массы подмножеств
(“центры шаров”) образуют треугольник, сторо-
ны    которого, удовлетворяют отношению

 Углы этого треуголь-
ника, лежащие против сторон с соответствующи-
ми номерами, составляют  рад,

 рад и  рад.
Нетрудно видеть, что тупой угол  близок к раз-
вернутому. Радиусы шаров, вычисленные по опи-
санной выше методике, относятся как 1.384 : 1 :
: 1.356, при этом массы выделенных подмножеств
составляют  кг,  кг
и  кг (ср. с распределением масс
для модели двух шаров, обсуждавшейся выше)4.

Для астероида (216) Клеопатра схема располо-
жения центров шаров в рамках изучаемой модели
трех шаров и модели двух шаров (см. [40]) пред-
ставлена на рис. 4.

Замечание. Предложенное в работе [3] пред-
ставление тела нерегулярной формы в виде сово-
купности малого числа шаров, будучи удивитель-
но наглядным, тем не менее, требует сопоставле-
ния свойств центрального тензора инерции в
возникающей модели с реальным тензором инер-
ции, оцениваемым хотя бы приближенно с помо-
щью непосредственных вычислений (см., напри-
мер, [34]). Все это в полной мере относится и к
настоящему исследованию. Именно поэтому
представление вычисленных подмножеств шара-
ми без надлежащего сравнительного анализа но-
сит в данной работе преимущественно иллюстра-
тивный характер.

4 В настоящей работе, как и в [10, 30, 41], масса этого астеро-

ида предполагалась равной  кг.

1,d 2,d 3d
1 2 3: : 1 : 1.258 : 2.253.d d d =

1 0.05986419570α ≈
2 0.07533678312α ≈ 3 3.006391676α ≈

3α

= ⋅ 18
I 1.1014 10m = ⋅ 18

II 1.035 10m
= ⋅ 17

III 4.1547 10m

182.59 10⋅

Рис. 1. (2063) Бахус.

(a) (б) (в)
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Замечание. Представления полей притяжения
небесных тел с нерегулярным распределением
масс в виде совокупности двух или трех притяги-
вающих центров содержат симметрии, не прису-
щие гравитационным полям исходных небесных
тел. Так, гравитационное поле двух притягиваю-
щих центров динамически симметрично, а грави-
тационное поле трех притягивающих центров об-
ладает плоскостью симметрии. Понятно, что у ре-
альных тел такие симметрии в общем случае не
наблюдаются. В связи с этим возникает естествен-
ная потребность представления гравитационного
поля притяжения небесных тел с нерегулярным
распределением масс с помощью совокупности
как минимум четырех притягивающих центров.

Замечание. На рис. 1–3 встречаются ситуации,
когда изображающие шары пересекают друг дру-
га, и формально говоря, к ним можно было бы
применить подход, развивавшийся в [42]. Однако
такое применение, вообще говоря, нецелесооб-
разно, так как шары приближают подмножества,
в общем случае не имеющие общих точек. Нали-
чие в некоторых случаях пересечения изобража-
ющих шаров, равно как и наличие в других случа-
ях зазоров между изображающими шарами требу-
ет дальнейшего осмысления с точки зрения

выработки подходящей формы наглядного пред-
ставления результатов.

Замечание. В настоящей работе, как и в цити-
руемых выше работах других авторов, молчаливо
предполагается, что изучаемое тело однородно.
Дальнейшие уточнения используемых моделей
для однородных тел могут опираться, например,
на приближение поверхности с помощью т.н.

Рис. 2. (216) Клеопатра.

(a) (б) (в)

Рис. 3. (433) Эрос.

(a) (б) (в)

Рис. 4. (216) Клеопатра. Представление в виде гантели
из [40] и треугольника, сравнение расположения цен-
тров шаров.

mI

m1

mII

mIII

m2
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лоскутов Безье (см., например, [43]). Однако
предположение об однородности тела весьма
обременительно и крайне затрудняет верифика-
цию модели в отсутствие натурных эксперимен-
тов. Использование моделей, опирающихся на
предположение о линейной зависимости плотно-
сти [44], также не дает гарантий относительно ка-
чества приближения гравитационных полей кон-
кретных тел. Возможно, такое уточнение может
быть реализовано с помощью специальных гео-
физических методов, что составляет предмет от-
дельного исследования.

Авторы благодарят анонимного рецензента,
мнение которого способствовало существенному
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