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Для кватернионной модели космического аппарата рассмотрена задача оптимального разворота в
пространстве за фиксированный интервал времени. Требуется перевести КА из заданного началь-
ного состояния в желаемое конечное положение при условии ограниченности управления. В каче-
стве примера рассмотрены случаи, когда целевой функционал имеет смысл минимизации расхода
топлива или затрат на управление. Искомое управление найдено с использованием принципа мак-
симума Понтрягина и метода квазилинеаризации. Для решения возникающей при этом двухточеч-
ной краевой задачи (ДТКЗ) предложен метод разделения фазовых и сопряженных переменных.
Применение аналитического подхода для решения ДТКЗ позволяет повысить точность вычисле-
ний и сократить затраты компьютерного времени.

DOI: 10.31857/S002342062001001X

ВВЕДЕНИЕ
В космической навигации часто встречаются

задачи, в которых задаются краевые условия, ко-
торым должны удовлетворять начальные и конеч-
ные состояния космического аппарата. Это, на-
пример, запуск КА на орбиту, межорбитальный
перелет, стыковка, пространственный разворот,
спуск на поверхность планеты и др. При этом воз-
никает необходимость решения задач оптималь-
ного управления (ЗОУ), в которых требуется пе-
ревести КА из заданного начального состояния в
желаемое конечное состояние с минимальными
затратами топлива или за кратчайшее время. Эти
ЗОУ рассматриваются на конечном отрезке вре-
мени и при условии ограниченности управляю-
щего воздействия.

Для решения краевых задач оптимального
управления могут быть использованы принцип
максимума Понтрягина [1], метод динамического
программирования Беллмана [2], достаточные
условия оптимальности Кротова [3], а также чис-
ленные методы (например, метод последователь-
ных приближений Крылова–Черноусько [4] и его
модификации [5]). Среди новых подходов, по-
явившихся в последние годы, можно отметить
псевдоспектральные методы [6], основанные на
использовании полиномов Лежандра и Чебыше-
ва. Имеется также прикладной пакет DIDO в сре-

ле MATLAB, предназначенный для решения за-
дач динамической оптимизации [7]. Эти алгорит-
мы и программы в настоящее время успешно
используются NASA для оптимального управле-
ния маневрами МКС [8].

Различным аспектам задачи оптимального
управления угловым движением КА при закреп-
ленных концах траекторий системы и методам ее
решения посвящены, в частности, работы [9–12].
В [9] найдено оптимальное программное управ-
ление, реализующее разворот КА вдоль так назы-
ваемой траектории “свободного движения”.
Предлагаемый здесь аналитический подход к ре-
шению задачи дает значительный выигрыш в
быстродействии при формировании законов
управления, однако требование принадлежности
траектории КА к определенному классу сужает
исходную постановку задачи.

В [10–12] исследована задача управления вра-
щательным движением космического аппарата в
случаях, когда КА рассматривается как твердое
тело со сферически симметричной, осесиммет-
ричной или произвольной динамической конфи-
гурацией. Для задачи оптимального разворота КА
получены точное аналитическое решение в клас-
се конических движений и приближенное анали-
тическое решение в классе обобщенных кониче-
ских движений при произвольных начальных и
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конечных условиях на угловые скорости и угло-
вые координаты, без учета ограничений на управ-
ление. Отметим, что произвольное движение
твердого тела вокруг неподвижной точки может
быть представлено как обобщенное коническое
движение. Минимизируемый целевой функцио-
нал выбран в виде линейной комбинации затраты
времени и расхода энергии на разворот КА [13]. В
разделе 5 приводится сравнение результатов, по-
лученных при использовании методов, предлага-
емых в [12] и в данной работе.

Несмотря на наличие большого количества ра-
бот, посвященных различным постановкам задач
и методам решения ЗОУ угловым движением КА,
является актуальной проблема разработки новых
подходов для их решения с учетом специфики
рассматриваемых конкретных систем управле-
ния. Это связано отсутствием в общем случае ана-
литических методов решения ЗОУ для нелиней-
ных систем и с трудностями численного решения
краевых задач дифференциальных уравнений,
возникающих при решении этих ЗОУ.

Для описания ориентации твердого тела в про-
странстве могут быть использованы различные
кинематические параметры, такие как углы Эй-
лера и Крылова, направляющие косинусы, пара-
метры Родрига–Гамильтона (кватернион) и па-
раметры Кейли–Клейна [14–16]. В данной работе
для описания вращательного движения КА ис-
пользована кватернионная модель [17], в которой
правые части дифференциальных уравнений би-
линейны относительно фазовых координат и ли-
нейны относительно управлений. Это позволяет
достичь большой степени точности приближений
при применении в дальнейшем процедуры квази-
линеаризации. При использовании кватернион-
ной модели, в отличие от уравнений в углах Эйле-
ра [18], удается избежать таких недостатков как
“вырождение” кинематических уравнений [19] и
наличие тригонометрических функций в правых
частях дифференциальных уравнений. Мы ис-
пользуем здесь аналитический метод для решения
двухточечной краевой задачи (ДТКЗ), возникаю-
щей на каждом шаге процесса квазилинеаризации.
Таким образом, учет особенностей математиче-
ской модели рассматриваемого объекта управле-
ния позволяет сконструировать алгоритм решения
задачи, обладающий достаточной степенью точ-
ности, и значительно сократить затраты компью-
терного времени.

Приведенный в данной работе метод полного
разделения уравнений для фазовых и сопряжен-
ных переменных является дальнейшим обобще-
нием предложенного ранее метода [20, 21], в ко-
тором был использован алгоритм, позволяющий
осуществить частичное разделение переменных
(при этом удается получить отдельное дифферен-

циальное уравнение только для вектора сопря-
женных переменных).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть положение связанного с КА базиса  от-
носительно опорного базиса  задается с помо-
щью кватерниона. Предполагается, что базис 
является инерциальным. Тогда уравнения враща-
тельного движения КА, рассматриваемого как
твердое тело, будут иметь следующий вид [9]:

(1)

(2)

где  – вектор состояния
КА,  – вектор управления. Сим-
вол “штрих” означает операцию транспонирова-
ния. Изменения компонент вектора угловой скоро-
сти  описываются дина-
мическими уравнениями Эйлера (1), а изменения
компонент кватерниона  – урав-
нениями (2). Здесь использованы такие же обозна-
чения, как в [9]:  – главные центральные моменты
инерции КА,  – проекции главного момента сил

 на главные центральные оси инерции КА,  –
проекции вектора абсолютной угловой скорости 
на оси связанного базиса , образованного цен-
тральными осями эллипсоида инерции КА 

Мы рассматриваем задачу на фиксированном
отрезке времени  и с закрепленными конца-
ми траекторий: в системе (1), (2) для вектора угло-
вой скорости  и кватерниона  заданы началь-
ные условия

(3)

и конечные условия

(4)

Для описания пространственной ориентации КА
мы используем нормированный кватернион, по-
этому в (3), (4) предполагается выполнение
условия  Отметим, что если
начальное условие для кватерниона выбрано та-
ким образом, что  то в конечный мо-
мент времени  условие нормировки 
будет выполнено автоматически, поскольку си-
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стема (1), (2) имеет первый интеграл 
 (см. [14]).

Пусть для вектора управления  задано огра-
ничение вида

(5)

где  – выпуклое замкнутое множество. В данной
статье будут рассмотрены задачи, в которых мно-
жество допустимых управлений  представляет
собой параллелепипед или эллипсоид, т.е. ком-
поненты вектора управления должны удовлетво-
рять условиям

(6)

или

(7)

где  – положительно определенная -мат-
рица. Эти условия связаны с ограниченностью
управляющего воздействия, создаваемого микро-
реактивными двигателями или гиродинами, с по-
мощью которых осуществляются маневры КА.

Целевой функционал имеет вид

(8)

где  – неотрицательная функция време-
ни. Мы будем рассматривать следующие целевые
функционалы:

а) минимизация расхода топлива [9, 14]:

(9)

где   – плечи установки двигателей
ориентации КА;

б) минимизация затрат на управление [9]:

(10)

Требуется найти управление  удовлетво-
ряющее ограничению (5), которое переводит си-
стему (1), (2) из заданного начального состояния (3)
в желаемое конечное состояние (4) за интервал
времени  минимизируя при этом целевой
функционал (8). Здесь ограничение на управле-
ние может быть задано в виде (6) или (7), а целе-
вой функционал может иметь вид (9) или (10).
Для того, чтобы ЗОУ (1)–(5), (8) имела решение,
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необходимо выполнение неравенства  где
 – момент окончания процесса управления в

задаче оптимального быстродействия при усло-
виях (1)–(5).

Сложность решения рассматриваемой ЗОУ
оптимальным разворотом КА заключается в том,
система (1), (2) имеет континуум стационарных
состояний

т.е. любая пространственная ориентация КА, в
которой угловая скорость равна нулю, является
положением равновесия. В правые части диффе-
ренциальных уравнений (2) управления не вхо-
дят. Влияние на динамику кватерниона фактиче-
ски осуществляется здесь через вектор угловой ско-
рости  Однако, если учесть, что во многих
случаях в конечном условии (4) задается 
то понятно, что ближе к концу интервала  КА
становится плохо управляемым. Отметим также,
что система (1), (2) является нелинейной, подин-
тегральные функции в целевых функционалах (9) и
(10) не являются квадратичными формами. Все это
приводит к необходимости разработки специаль-
ных методов решения, учитывающих особенности
рассматриваемой ЗОУ. Применяемая в данной ра-
боте процедура квазилинеаризации позволяет ис-
пользовать для целевых функционалов (9) и (10)
приближенные представления, в которых подин-
тегральные функции аппроксимируются с помо-
щью квадратичных форм.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Для решения поставленной выше задачи опти-
мального разворота КА рассмотрим систему,
описываемую в интервале времени  вектор-
ным дифференциальным уравнением вида

(11)

где  – вектор состояния объекта,
 – вектор управления,  –

-матрица. Управление  удовлетворяет
ограничению

(12)

где допустимое множество управлений  являет-
ся выпуклым и замкнутым.

Требуется перевести систему (11) из заданного
начального положения

(13)
в желаемое конечное состояние

(14)
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выбирая управление   удовлетворя-
ющее ограничению (12), и минимизируя при
этом квадратичный функционал

(15)

где -матрица  является положительно
полуопределенной, -матрица  – поло-
жительно определенной для всех 

Рассматриваемая задача (11)–(15) относится к
классу задач оптимального управления (ЗОУ) на
конечном отрезке времени, с закрепленными кон-
цами траекторий и с ограниченным управлением.
Отметим, что правая часть дифференциальных
уравнений (11) может быть нелинейной относи-
тельно фазовых координат  Предполагается, что
задача (11)–(14) (без учета требования минимиза-
ции целевого функционала (15)) имеет решение,
т.е. существует хотя бы одно управление 

 которое за заданный интервал времени
 переводит систему (11) из (13) в (14).

Используя принцип максимума, для решения
ЗОУ (11)–(15) составим функцию Гамильтона–
Понтрягина

(16)

где   – сопряженный
вектор. В дальнейшем будем рассматривать невы-
рожденный случай, когда  При этом в силу
линейности и однородности (16) по  и  можно
считать, что  (см. [22]). Функция (16) явля-
ется сильно вогнутой относительно , поскольку
матрица  положительно определена для всех

Пусть  – решение системы (11), соответ-
ствующее начальному условию (13) и некоторому
управлению  Паре  поставим в соот-
ветствие сопряженный вектор  удовлетворя-
ющий дифференциальному уравнению

В каждый момент времени  определим
стационарную точку функции 
по  из условия 

Если  т.е. стационарная точка принадлежит
множеству допустимых управлений  то значение
искомого управления в момент времени  принима-
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ем равным  Если  то решаем зада-
чу максимизации функции  по 
на множестве  и находим точку  лежа-
щую на границе множества  в которой достига-
ется максимум. Данная задача имеет единствен-
ное решение в каждый фиксированный момент
времени  поскольку функция (16) являет-
ся сильно вогнутой относительно  а множество
допустимых управлений  выпукло и замкнуто.

Таким образом,  будет зависеть от сопря-
женного вектора  который необходимо вы-
брать таким образом, чтобы найденное управле-
ние обеспечивало прохождение траектории 
через заданную конечную точку:  Из
принципа максимума Понтрягина следует, что
вектор  обладающий данным свойством, яв-
ляется решением двухточечной краевой задачи
(ДТКЗ) для системы из  дифференциальных
уравнений в интервале времени 

(17)

с  краевыми условиями

(18)

заданными для траектории  в двух разных
точках временного интервала: при  и 
В формуле (17) использованы следующие обо-
значения: -матрица 

-вектор-функция

(19)

Таким образом, приходим к необходимости ре-
шения ДТКЗ для нелинейной системы (17) с кра-
евыми условиями (18). Фактически мы должны
ДТКЗ (17), (18) привести к задаче Коши, где на-
чальное условие  для сопряженного век-
тора  следует выбрать таким образом, чтобы
траектория системы  исходящая в началь-
ный момент времени  из точки  пришла бы к
точке  в конечный момент времени 

3. РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ
Для решения ДТКЗ (17), (18) предлагается ме-

тод разделения переменных, суть которого за-
ключается в том, что производится преобразова-
ние  при котором происходит пол-
ное разделение уравнений для новых векторов
фазовых и сопряженных переменных (правая
часть дифференциального уравнения для  не бу-
дет зависеть от  и, наоборот, правая часть диф-
ференциального уравнения для  не будет зави-
сеть от ).
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Используя процедуру квазилинеаризации
Беллмана [23], на -й итерации разложим правые
части (17) в ряды Тейлора относительно решения

 полученного на предыдущей
-й итерации. Ограничиваясь линейными

членами разложения, составим систему диффе-
ренциальных уравнений для нахождения следую-
щего приближения 

(20)

(21)

где -матрица  = 
-вектор

(22)

В (22) значения вектор-функции  на -й итера-
ции вычисляются с использованием формулы (19),
где  и  определяются на основании из-
вестных значений  из предыдущей -й
итерации. Управление  удовлетворяющее
ограничению (12), будет равно

В дальнейшем для упрощения записи не будем
указывать индексы  означающие принадлеж-
ность к -й итерации, и не будем явно указывать за-
висимость векторов и матриц от времени  Напри-
мер, будем использовать обозначения 

  и т.п. Тогда (20), (21) можно
переписать в виде

(23)

(24)

Для решения ДТКЗ (23), (24) на каждой -й ите-
рации процесса квазилинеаризации предлагается
использовать преобразование  т.е.
осуществить переход к новым векторам фазовых
и сопряженных переменных  и 

Введем в рассмотрение симметрические -
матрицы  и  определяемые в ин-
тервале  как решения системы матричных
дифференциальных уравнений

(25)

(26)

где  Здесь (25) представляет собой
матричное дифференциальное уравнение Рикка-

k
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ти, (26) – матричное дифференциальное уравне-
ние Ляпунова. Интегрируя систему (25), (26) в об-
ратном направлении изменения времени, можно
найти  и 

Далее произведем преобразование координат
 используя следующие соотношения:

(27)

где  – единичная -матрица. Можно пока-
зать, что преобразование (27) является невырож-
денным в интервале  Действительно, ис-
пользуя формулу Шура [24] для вычисления
определителя блочных матриц, получим

т.е. определитель матрицы преобразования (27)
тождественно равен 1 для любого  следо-
вательно предлагаемое преобразование невырож-
дено. Из соотношений (27) следует, что

(28)
Подставляя (27) в систему дифференциальных

уравнений (23) и учитывая, что матрицы  и 
удовлетворяют соотношениям (25), (26), получим
следующие уравнения для  и 

(29)

Таким образом, дифференциальные уравне-
ния (29) для новых фазовых и сопряженных век-
торов оказываются полностью разделенными.
Вектор-функции  и  будут связаны между со-
бой только через краевые условия (24):

(30)

Уравнения (29) можно проинтегрировать в ин-
тервале  в обратном направлении изменения
времени, задав некоторые конечные условия

 и  При этом значения  и  в
начальный момент времени  будут равны

(31)

где  и  – матрицы Коши (переходные
матрицы) для однородных векторных дифферен-
циальных уравнений вида  и  соот-
ветственно. Отметим, что матрицы  и 
связаны соотношением [25]

(32)

поскольку уравнения  и  являются
взаимно сопряженными. Матрицу  векто-
ры  и  входящие в формулу (31),
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можно вычислить, интегрируя в интервале 
дифференциальные уравнения

(33)

С учетом (30) и (31) можно составить систему
алгебраических уравнений

из которой определяются конечные значения

(34)

Далее из (28) с учетом формул (31), (32), (34) мож-
но получить

(35)

Таким образом, для системы дифференциаль-
ных уравнений (23) приходим к задаче Коши с на-
чальными условиями

(36)
Из (35) следует, что начальное значение со-

пряженного вектора можно представить в виде

(37)
Здесь постоянные -матрицы   и -век-
тор  вычисляются следующим образом:

(38)

где матрица 
З а м е ч а н и я. 1. Отметим некоторые возмож-

ности для сокращения вычислений.
а) Можно выбрать конечное условие для мат-

рицы  в виде  где  – нулевая
-матрица. При этом формула (38) преобра-

зуется к виду:

б) В частном случае, когда в целевом функци-
онале (15) отсутствует квадратичная форма от 
т.е.  выбирая в (25) конечное условие для
матрицы  в виде  получим 
При этом в силу дифференциального уравнения
для  (см. (33)) имеем  Тогда формула (38)
примет вид:

2. Использование метода квазилинеаризации
позволяет представить рассматриваемые в поста-
новке задачи (см. раздел 1) целевые функциона-
лы в виде квадратичных функционалов на каж-
дом -м шаге итерации:

а) минимизация расхода топлива (9):

б) минимизация затрат на управление (10):

Таким образом, для рассматриваемой задачи опти-
мального разворота КА с функционалами вида (9)
или (10) получаем возможность применения пред-
лагаемого метода разделения переменных, где
предполагается, что целевой функционал имеет
квадратичный вид (15).

4. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ 
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Покажем единственность решения ДТКЗ (23),
(24), получаемого на каждом шаге процесса ква-
зилинеаризации. При применении предлагаемо-

го метода разделения переменных она сводится к
задаче Коши (23), (36), где начальное условие для
вектора сопряженных переменных вычисляется
по формулам (37), (38). Задавая различные конеч-
ные условия   для матричных
дифференциальных уравнений (25), (26), полу-
чим различные матрицы    и со-
ответственно различные начальные значения

  Однако оказывается, что в
соотношении (37) матрицы   и вектор  опре-
деляются однозначно, т.е. их значения не зависят
от выбора  и 
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Решение системы (23) при начальных услови-
ях (36) имеет вид

(39)

Здесь  – матрица Коши размерности
 для однородного векторного дифферен-

циального уравнения вида  где

 Представим  в виде

блочной матрицы  =  где

  – матрицы размерности 
Подставляя (37) в (39), при  получим

(40)

где векторы   вычисляются следующим об-
разом:

Здесь для определения матриц  
необходимо проинтегрировать уравнение

(41)

в интервале  при начальных условиях

А значения векторов  и  могут
быть найдены путем интегрирования уравнения

(42)

в интервале  при начальных условиях

Из (40) имеем

(43)

Поскольку  и  могут принимать произволь-
ные значения, то выполнение равенства (43) воз-
можно только при

(44)

При условии невырожденности  отсюда
следует, что в ДТКЗ (23), (24) постоянные мат-
рицы   и вектор  можно однозначно вычис-
лить по формуле (44), их значения не зависят от

выбора конечных условий  и 
в системе матричных дифференциальных урав-
нений (25), (26).

5. ПРИМЕРЫ
Для реализации предлагаемого алгоритма ре-

шения рассматриваемой ЗОУ была разработана
программа с использованием Digital Visual For-
tran 6.0 в среде Microsoft Visual Studio. Для чис-
ленного интегрирования систем дифференциаль-
ных уравнений производится обращение к стан-
дартной подпрограмме DOPRI8, в которой
реализован алгоритм Дормана–Принса 8-го по-
рядка точности [26]. Численные расчеты на ком-
пьютере проведены с удвоенной точностью (до
16 значащих цифр в десятичном представлении
вещественных чисел).

П р и м е р  1. Рассмотрим задачу оптимально-
го управления с совмещением режимов торможе-
ния вращательного движения КА и его переори-
ентации в пространстве. При этом имеется воз-
можность начальную кинетическую энергию
вращательного движения частично направить на
разворот КА в желаемом направлении, тем самым
сэкономив затраты топлива.

Пусть целевой функционал имеет вид (9), а
управление принимает значения из параллелепи-
педа (6), где

Управление КА осуществляется в интервале вре-
мени  Главные центральные мо-
менты инерции КА взяты равными

(45)

плечи установки двигателей ориентации КА
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Начальные условия:

(46)

Конечные условия:

(47)

Результаты численных расчетов представлены
на рис. 1 и 2. Графики оптимальных траекторий
(угловых скоростей   и компонент
кватерниона  ) для исходной нели-
нейной системы (1), (2) приведены на рис. 1а и 1б.
На рис. 2а, 2б, 2в показаны графики для компо-
нент оптимального момента внешних сил 

 Компоненты найденного управления
удовлетворяют заданным двусторонним ограни-
чениям (6), принимая значения от  до 
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Система (1), (2) с достаточно высокой степенью
точности приводится в желаемое конечное состо-
яние (47):

П р и м е р  2. Рассмотрим задачу оптимально-
го разворота КА в случае, когда задан целевой
функционал (10), а допустимое множество управ-
лений имеет вид эллипсоида (7), где

Управление КА осуществляется в интервале вре-
мени  Значения главных цен-
тральных моментов инерции КА   взяты

6
1

7
2

6
3 0

5 4
1 2

4
3

ω ( ) 0.2066 10 рад с,

ω ( ) 0.7539 10 рад с,

ω ( ) 0.4734 10 рад с, λ ( ) 0.999999997,

λ ( ) 0.5637 10 , λ ( ) 0.1318 10 ,

λ ( ) 0.7531 10 .

T

T

T T

T T

T

−

−

−

− −

−

≈ − ⋅
≈ − ⋅

≈ ⋅ ≈
≈ ⋅ ≈ ⋅

≈ ⋅

0 1 2 3 0diag{1 , 1 , 1 }, 0.08.D J J J d= =

0[ , ] [0,250 c].t T =
,iJ ( 1, 3)i =

Рис. 1

(a)
0

–0.006

–0.008

–0.002

–0.004

400300200100 500
�i(t)

�2 �3

�1

t (б)

0.8

0.4
0.6

0.2

0 500400300200100

1.0
1.2
�i(t)

�2

�3

�0
�1

t

Рис. 2

(a)
15

10

0
500

t
400200 300100

5

5

10

M1(t) (б)

500
t

400200 300100

M2(t)

(в)
15

10

0
500

t
400200 300100

5

5

M3(t)



КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 58  № 1  2020

МЕТОД РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ 81

такими же как в предыдущем примере (см. (45)).
Начальные условия:

Здесь в отличие от (46) рассматривается случай,
когда КА в начальный момент времени находится
в состоянии покоя; конечные условия совпадают
с (47).

Результаты расчетов на компьютере пред-
ставлены на рис. 3 и 4. Графики оптимальных
траекторий (угловых скоростей   и
компонент кватерниона  ) для ис-
ходной нелинейной системы (1), (2) приведены
на рис. 3а и 3б. На рис. 4а, 4б и 4в показаны гра-
фики для компонент вектора оптимального
управления   а из рис. 3г
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=   Ком-
поненты найденного управления удовлетворяют
заданному ограничению (7), которое может быть
записано в виде   В чис-
ленных расчетах получены следующие значения
для состояния системы (1), (2) в конечный мо-
мент времени 

Рассмотренные выше примеры показывают
эффективность применения предлагаемого в ра-
боте численно-аналитического метода решения
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задачи оптимальной пространственной переори-
ентации КА. Найденные управления удовлетво-
ряют заданным ограничениям и с достаточно вы-
сокой степенью точности обеспечивают приведе-
ние системы в желаемое конечное состояние.
Отметим, что имеются интервалы, где двигатели
полностью отключаются и КА продолжает вра-
щательное движение по инерции, что вполне со-
ответствует цели минимизации затрат на управ-
ление.

П р и м е р  3. Рассмотрим далее задачу опти-
мальной переориентации реального КА (МКС),
для которого моменты инерции имеют следую-
щие значения [27]:

В статье [12] исследована задача оптимального
разворота КА в традиционной и модифицирован-
ной постановках. Для обеспечения сравнимости
результатов, получаемых при различных значениях
исходных параметров, численные расчеты произ-
ведены в безразмерных единицах измерений.

Краевые условия для рассматриваемого при-
мера возьмем такими же, как в [12] (в безразмер-
ных единицах):

(48)

(49)

Целевой функционал

(50)

является линейной комбинацией затрат времени
и энергии на разворот КА. Конечный момент
времени  заранее не задан и подлежит определе-
нию из ЗОУ (1), (2), (48)–(50). Ниже для сравне-
ния приведены результаты, полученные с ис-
пользованием различных подходов:

1) в традиционной постановке ЗОУ [12]:
 

2) в модифицированной постановке ЗОУ [12]:
 

3) в предлагаемом методе: 

Здесь через  обозначено оптимальное значение
целевого функционала (50) в соответствующем
методе решения задачи.

При применении изложенного в данной рабо-
те алгоритма отклонения угловых скоростей и
компонент кватерниона от желаемых значений в
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конечный момент  оказались по модулю поряд-
ка  Таким образом, траектория системы (1),
(2), исходящая из начальной точки (48), с доста-
точно высокой степенью точности приводится в
заданное конечное состояние (49), минимизируя
при этом комбинированный целевой функцио-
нал (50).

Рассмотренный пример показывает возмож-
ность применения предлагаемого метода реше-
ния ЗОУ для случая с нефиксированным конеч-
ным моментом времени  Здесь на каждом -м
шаге итерационного процесса квазилинеариза-
ции производится постепенное уменьшение зна-
чения  с некоторым постоянным шагом

 до тех пор, пока не будет достигнуто мини-
мальное значение функционала (50).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Работа посвящена решению задачи оптималь-

ного управления пространственной переориента-
цией КА, который описывается системой диффе-
ренциальных уравнений, нелинейных по фазо-
вым координатам и линейных по управлению;
подинтегральная функция в целевом функциона-
ле не является квадратичной формой. Рассматри-
ваемая задача относится к классу ЗОУ на конеч-
ном отрезке времени, с закрепленными концами
траекторий и с ограниченным управлением. Для
ее решения в работе предложен численно-анали-
тический алгоритм с использованием принципа
максимума, процедуры квазилинеаризации и ме-
тода разделения фазовых и сопряженных перемен-
ных. На каждом шаге квазилинеаризации возни-
кает ДТКЗ для некоторой нелинейной системы
дифференциальных уравнений, которая далее сво-
дится к задаче Коши, где начальное условие

 для вектора сопряженных переменных
имеет вид (37). Для решения ДТКЗ мы не использу-
ем итеративные алгоритмы типа методов стрельбы
[28], многократной стрельбы [29] и др. На каждом
шаге процедуры квазилинеаризации осуществля-
ется аналитическое решение ДТКЗ, что позволя-
ет существенно сократить затраты компьютерно-
го времени и повысить точность вычислений.

В статье показана единственность представле-
ния  в виде (37) при условии невырожденности
матрицы  В принципе матрицы   и
вектор  могут быть вычислены по формуле (44).
При этом потребуется численное интегрирование

 дифференциальных уравнений (41), (42).
А при использовании предлагаемого метода раз-
деления переменных число дифференциальных
уравнений в (25), (26), (33) с учетом симметрич-
ности матриц  и  будет равно  что дает
значительный выигрыш в затратах компьютерно-
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го времени. А в некоторых частных случаях (см.
замечание 1) вычисление матриц   и вектора 
еще больше упрощается.

В ЗОУ с закрепленными концами требуется,
чтобы траектория системы в конечный момент
времени проходила через заданную точку, т.е. не-
обходимо обеспечить выполнение условия

 (14). Существуют методы, в которых ис-
ходная задача с закрепленными концами сводится к
задаче со свободными правыми концами, в которой
условие (14) отсутствует. К целевому функционалу

 добавляется терминальное слагаемое, напри-
мер, в виде “штрафа” 
за отклонение траектории системы в конечный
момент времени от желаемого состояния. При
этом для обеспечения достаточно точного выпол-
нения условия  приходится увеличивать
“штраф”, задавая большие значения для диаго-
нальных элементов матрицы  Это приводит к
тому, что терминальное слагаемое начинает пре-
валировать над исходным целевым функциона-
лом, т.е. фактически получаем задачу минимиза-
ции “штрафа” вместо минимизации  В связи
с этим в данной статье исходная ЗОУ с закреплен-
ными концами решается без использования ме-
тодов сведения к задаче со свободными правыми
концами.

Следует также отметить, что мы не заменяем
исходное нелинейное дифференциальное уравне-
ние, описывающее динамику объекта управления,
на линеаризованное уравнение. Процедура квази-
линеаризации здесь применяется для решения
ДТКЗ (17), (18). Используя найденное на -м шаге
квазилинеаризации значение  в качестве
начального условия  решаем задачу Ко-
ши для нелинейной системы (17). Далее вычис-
ленную вектор-функцию  используем для
определения управления  удовлетворяющего
ограничению (12). Полученное управление 
подставляем в исходное нелинейное уравнение (11)
с начальным условием  и проверяем вы-
полнение конечного условия  Процеду-
ра квазилинеаризации для ДТКЗ (17), (18) продол-
жается до тех пор, пока на некоторой -й итера-
ции не будет достигнуто выполнение конечного
условия для уравнения (11) с некоторой заданной
точностью:  где  – достаточно
малое число.

Задача оптимального управления простран-
ственным разворотом КА решается здесь для об-
щего случая  без предположения сфе-
рически симметричности или осесимметрично-
сти КА. Не требуется, чтобы КА находился в
состоянии покоя в начальный и конечный мо-
менты времени. Предполагается, что разворот КА
происходит не вокруг некоторой неподвижной

,C D e
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оси, мгновенная ось вращения КА может дина-
мически менять свое направление в пространстве
в течение интервала времени  Возможно
рассмотрение задачи совмещения режимов тор-
можения и переориентации КА, когда требуется
остановить вращение КА, т.е. добиться выполне-
ния условия  и одновременно обеспе-
чить желаемую ориентацию КА в конечный мо-
мент времени: 

Показана возможность применения предлага-
емого метода решения ЗОУ в случаях, когда целе-
вой функционал не является квадратичным, а до-
пустимая область управлений имеет вид паралле-
лепипеда или эллипсоида (см. примеры 1 и 2). В
примере 3 для реального КА (МКС) показана воз-
можность решения ЗОУ с заранее не заданным
конечным моментом времени . Найденные
управления обеспечивают выполнение конечно-
го условия (14) с достаточно высокой степенью
точности для исходной нелинейной системы (11).

Функция  в правой части дифференци-
ального уравнения (11) является нелинейной от-
носительно фазовых координат  и зависит от
времени t. Такая модель объекта управления поз-
воляет учесть в будущем влияние гравитационно-
го поля Земли и аэродинамических сил на низко-
орбитальные КА. Функционал (15) является квад-
ратичным относительно  и  т.е. можно
рассмотреть задачу разворота КА с целевым
функционалом, предусматривающим не только
минимизацию затрат на управление, но и улуч-
шение качества переходных процессов.
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