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Анализируется динамика электродинамической космической тросовой системы, работающей в ре-
жиме генерации тяги, на околоземной орбите. Для описания движения тросовой системы относи-
тельно центра масс используются математические модели различной сложности без учета и с учетом
упругих колебаний невесомого и весомого проводящего ток троса, на который в магнитном поле
Земли действует распределенная нагрузка от сил Ампера. Тросовая система предназначена для из-
менения параметров орбит малых космических аппаратов и наноспутников. Анализируются эволю-
ционные движения системы вокруг центра масс при изменении ее параметров и силы тока. Уста-
новлено, что поведение системы в существенной степени зависит от знака момента силы Ампера
относительно центра масс системы. Для оценки изменения орбитальных параметров используется
система дифференциальных уравнений в оскулирующих элементах, для которой применяется про-
цедура усреднения. Для достаточно малых величин тока получено аналитическое решение усред-
ненной системы, позволяющее произвести предварительный выбор параметров тросовой системы.
Результаты вычислений по упрощенным моделям сравниваются с численными расчетами, прове-
денными по модели с распределенными параметрами, в которой трос представляется совокупно-
стью материальных точек.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Как известно [1], электродинамические тросо-
вые системы (ЭДТС) могут использоваться для
маневров на околоземной орбите. Различают два
режима функционирования ЭДТС: генерации
электроэнергии и генерации тяги. В последнем
случае с помощью управляющей электродинами-
ческой силы (ЭДС) индукции по проводящему
тросу пропускается ток, определенного направ-
ления. В магнитном поле на каждый элементар-
ный участок троса, по которому пропускается
ток, действует сила Ампера. Направление тока
определяет направление равнодействующей си-
лы Ампера, которая действует на всю механиче-
скую систему в целом, изменяя ее орбитальные
параметры.

Исследованию динамики ЭДТС посвящено
большое количество работ [1–13], в которых рас-
сматриваются различные аспекты применения
подобных систем, а также анализируются резуль-
таты известных тросовых космических экспери-
ментов с ЭДТС. В работе [3] упоминается двена-

дцать реальных тросовых экспериментов с ЭДТС,
проведенных до настоящего времени. Если
управляющая ЭДС отсутствует, то наличие в си-
стеме проводящего троса всегда приводит к появ-
лению тормозящей силы Ампера. Подобные ре-
жимы движения ЭДТС рассмотрены в работах [3,
4]. Использование бортовых источников энергии
дает возможность управлять режимом функциони-
рования ЭДТС [5]. В этом случае ЭДТС может ис-
пользоваться для перевода системы на более высо-
кие орбиты. Возможно также комбинация режимов
торможения и ускорения [6].

При функционировании ЭДТС важным во-
просом является обеспечение устойчивости ее
движения [1, 7, 8]. Известно, что все относитель-
ные положения равновесия ЭДТС на околозем-
ной орбите неустойчивы [1, 7]. В работе [8] прове-
ден подробный асимптотический и численный
анализ устойчивости движения ЭДТС и показано,
что для наклонных орбит периодические решения
вблизи положений равновесия всегда неустойчи-
вы. Отмечено, что при малых величинах тока (ма-
лых значений малого параметра ) потеря устойчи-ε
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вости затягивается, так как она определяется сла-
гаемыми, пропорциональными  В этой работе
трос моделируется как жесткий стержень с точеч-
ными массами на его концах. В работах [1, 7, 8]
рассматривается случай, когда масса одного кон-
цевого тела много больше массы остальных ча-
стей системы. Для обеспечения функционирова-
ния ЭДТС на длительных интервалах времени ис-
пользуются пассивные и активные методы
стабилизации их углового движения [9–12].

В настоящей работе тросовая система состоит
из двух концевых тел, которые рассматриваются
как материальные точки, и проводящего троса.
Предполагается, что управляющая ЭДС обеспе-
чивает в тросе постоянный по величине ток необ-
ходимого направления. Анализируются эволю-
ционные движения ЭДТС относительно центра
масс при изменении ее параметров и силы тока.
Показывается, что поведение системы в суще-
ственной степени зависит от знака момента, ко-
торый создает распределенные по тросу силы Ам-
пера относительно центра масс системы. В одном
случае неустойчивость движения ЭДТС проявля-
ется в возрастании амплитуды маятниковых ко-
лебаний в плоскости орбиты, что приводит к
сравнительно быстрому переходу системы во вра-
щение. В другом случае потеря устойчивости дви-
жения ЭДТС затягивается. При этом амплитуда
маятниковых колебаний в плоскости орбиты
уменьшается, а потеря устойчивости происходит
вследствие возрастания амплитуд упругих коле-
баний троса. Оба случая эволюции системы име-
ют место, как для экваториальных, так и для на-
клонных орбит. Естественно, информацию о сво-
бодных эволюционных движениях ЭДТС надо
учитывать при построении алгоритмов стабили-
зации углового движения системы.

Для приближенного анализа движения ЭДТС
относительно центра масс применяются модели
различной сложности. Для оценки влияния из-
гибных колебаний троса используются уравнения
движения ЭДТС в орбитальной подвижной си-
стеме координат для невесомого троса, в которой
форма троса (в проекции на плоскость орбиты)
представляет собой часть окружности. Данная
модель по сравнению с известной аналогичной
моделью [1] не накладывает ограничений на соот-
ношение масс концевых тел и на наклонение ор-
биты. В этом случае изгибные колебания связаны
с переменностью хорды (или радиуса) части
окружности, аппроксимирующей форму троса.

Для оценки изменения орбитальных парамет-
ров центра масс ЭДТС предлагается процедура
усреднения системы уравнений в оскулирующих
элементах и получено их приближенное аналити-
ческое решение, которое может быть использовано
для предварительного выбора параметров ЭДТС.
Для оценки влияния массы троса и других допу-

3ε .
щений используется математическая модель, в
которой трос представляется как совокупность
материальных точек. Эту модель можно рассмат-
ривать как некоторое приближение к модели с
распределенными параметрами в частных произ-
водных [1]. Приводятся и анализируются числен-
ные результаты сравнения рассматриваемой сово-
купности математических моделей движения
ЭДТС, включая полученное аналитическое реше-
ние. Формулируются выводы и приводятся реко-
мендации по выбору параметров ЭДТС.

МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ЭДТС В ПОДВИЖНОЙ 
ОРБИТАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ
Для получения уравнений движение ЭДТС от-

носительно центра масс в орбитальной системе
координат c учетом изгибных колебаний троса
используется методика, изложенная в [1], где по-
казано, что если трос невесом, то линия троса в
проекции на плоскость орбиты представляет со-
бой часть окружности некоторого радиуса. Урав-
нения, приведенные в [1], получены для эквато-
риальной орбиты и для случая, когда масса одно-
го концевого тела много больше массы другого. В
работе [13] рассматриваемый подход распростра-
нен на случай произвольного соотношения масс
концевых тел и на орбиты, имеющие наклонение.
В этом случае имеем [13]

(1)

(2)

(3)

где  – расстояние между концевыми материаль-
ными точками,  – углы, определяющие поло-
жение троса относительно местной вертикали
(рис. 1, при  движение системы происходит в
плоскости орбиты центра масс);   –

массы точек;  

   – эксцен-
триситет орбиты;  – истинная аномалия;  – па-
раметр орбиты;  – обобщенные силы Ампера.
Углы  определяют положение системы коор-
динат  связанной с линией, соединяющей
концевые точки, относительно правой орбиталь-
ной подвижной системы координат  (рис. 1),
где ось  направлена по радиус-вектору  ось
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 – перпендикулярно  по направлению орби-
тального движения.

Сила Ампера на единицу длины, действующая в
магнитном поле Земли, определяется выражением

(4)

где  – единичный вектор, направ-
ленный по касательной к тросу;  – на-
правляющие косинусы в орбитальной подвиж-
ной системе координат   – вектор маг-
нитной индукции Земли.

Используется модель магнитного поля Земли –
прямой диполь [1], поэтому

(5)

где   – магнитный
момент земного диполя,   – модуль
радиус-вектора,  – единичный вектор, направ-
ленный по оси вращения Земли;  – ска-
лярное произведение.

С учетом допущения о форме троса (часть
окружности) обобщенные силы вычисляются из
следующих выражений [1, 13]

(6)

где  – величина тока,  – наклонение орбиты,
 – аргумент широты,  – угол между касатель-

ной к окружности, проведенной в концевых
точках, и хордой их соединяющей;  =

=   =
=  
В отличие от [13], где использовалась более про-
стая модель для магнитного поля  здесь
приводятся обобщенные силы  которые соот-
ветствуют модели (5). Для определенности вели-
чина тока  считается положительной, если он
направлен от точки  к точке 

Угол ψ определяется из решения нелинейного
уравнения [1]

(7)

где  – недеформированная длина троса,
 – относительное удлине-

ние троса (при растяжении трос подчиняется за-
кону Гука),  – жесткость троса.

Уравнения (1)–(3) совместно с выражениями (5)–
(7) описывают движение ЭДТС относительного
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своего центра масс с учетом изгибных колебаний
троса. Изгибные колебания троса здесь характе-
ризуются изменением расстояния между концевы-
ми точками  и соответственно угла ψ (7), значения
которых соответствуют радиусу части окружно-
сти 

В частном случае, когда   и 
уравнения (1)–(3) совпадают с уравнениями,
приведенными в монографии [1].

При выводе уравнений (1)–(3) были приняты
следующие допущения: 1) массой троса пренебре-
гается; 2) плоскость орбиты центра масс считается
неподвижной; 3) используется центральное ньюто-
новское гравитационное поле; 4) расстояние между
точками много меньше расстояния центра масс
системы до притягивающего центра; 5) концевые
тела – материальные точки; 6) вектор магнитной
индукции Земли  считается постоянным в пре-
делах ЭДТС; 7) предполагается, что плоскости
земного и магнитного экваторов совпадают; 8) в
качестве внешних сил учитываются только грави-
тационные силы и силы Ампера.

Система (1)–(3) включает в себя слагаемые,
которые соответствуют более простым уравнени-
ям, в которых трос нерастяжим и приближается
прямой линией (жесткий стержень). В этом слу-
чае из соотношения (7) имеем  когда

 и  Если теперь повторить вывод урав-
нений движения ЭДТС для нерастяжимого троса,
то слагаемые в обобщенных силах, соответствую-
щие работе силы натяжения, будут отсутствовать,
то есть  Оставшиеся обобщенные си-
лы будут соответствовать только работе момента

r
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от равнодействующей сил Ампера. В этом случае
уравнение (1) не рассматривается, а в других
уравнениях полагается 

Оценка правомерности некоторых принятых
допущений будет сделана ниже в рамках более
полной модели, в которой трос представляется как
совокупность материальных точек, связанных
между собой упругими односторонними связями.

ВЕРТИКАЛЬНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ ЭДТС

Равновесные положения ЭДТС можно опре-
делить для круговой ( ) и экваториальной
( ) орбиты из системы (1)–(3) из условий

 При использовании ЭДТС всегда рас-
сматриваются положения равновесия, располо-
женные в плоскости орбиты вблизи вертикали,
так как в этом случае действует естественный ста-
билизирующий фактор, связанный с гравитаци-
онным моментом. Для этих положений равнове-
сия в данном случае имеем

(8)

где 

Остальные переменные системы (1)–(3) опре-
деляются из выражений

(9)

где 

Для существования рассматриваемых положе-
ний равновесия необходимо выполнение условия

 При функционировании ЭДТС в режиме
генерации тяги использование положений равно-
весия системы, расположенных вблизи вертика-
ли (8), наиболее рационально, так как в этом слу-
чае равнодействующая сил Ампера почти парал-
лельна вектору скорости центра масс системы (с
поправкой на колебания по углам ) и прира-
щение вектора скорости наибольшее.

Из анализа линеаризованной системы следует,
что положения равновесия (8) неустойчивы.
Причем в линеаризованной системе уравнения
для угла  отделяются от остальных уравнений и
имеют чисто мнимые собственные числа. То же
самое было отмечено в работах [1, 7], где рассмат-
ривался случай, когда  (или ).
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УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЦЕНТРА МАСС 
СИСТЕМЫ В ОСКУЛИРУЮЩИХ 

ЭЛЕМЕНТАХ И ИХ УСРЕДНЕНИЕ
Уравнения движения центра масс ЭДТС запи-

сываются в оскулирующих элементах в виде [14]

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

где  – большая полуось, 
 и  – компоненты вектора

Лапласа,  – аргумент перигея,  – долгота вос-
ходящего узла,  – параметр ор-
биты,  – компоненты возмущающего
ускорения от сил Ампера по осям орбитальной
системы координат  соответственно.

Компоненты ускорения  получаются
интегрированием по тросу (части окружности ра-
диусом ) с учетом (4), (5) и в предполо-
жении, что в пределах троса вектор  не изменя-
ется (определяется в центре масс системы). Тогда

(16)

где  – масса системы.
При достаточно малой величине тока и при

заданных значениях    систе-
ма (10)–(15) представляет собой систему с враща-
ющейся фазой  и вектором медленно изменяю-
щихся переменных  Тогда, прово-
дя стандартную процедуру усреднения, в первом
приближении получим
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(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

где  + 

Для усредненных переменных в системе (17)–
(21) для простоты сохранены те же обозначения,
что и для исходных переменных системы (10)–
(15). Для экваториальной орбиты, когда 
уравнения (20), (21) не используются.

Правомерность проведения процедуры усред-
нения можно оценить посредством отношения
характерных параметров, определяющих ско-
рость изменения переменных системы (10)–(15).
Так, например, скорость изменения любой мед-
ленной переменной системы (10)–(15) характери-

зуется параметром   [15].

Величину этого параметра обычно сравнивают с
производной фазы  Отношения этих
параметров  можно рассматривать как
величины (безразмерные), пропорциональные
малому параметру рассматриваемой задачи. При
оценке величин  надо иметь в виду, что наличие
наклонения орбиты, когда  приводит к
уменьшению производных (17)–(19) в  раз,
что соответственно пропорционально уменьшает
параметры  Для исходные данных, соответ-

( )
( )1,2

1 1,223 2 2

μ
2 , cos θ cos ,

1

IrdA f q k i
dt m Kp q k

= −
− −

( )1,2
2 1,25

μ
, ,θ cos ,

8

I rdq f q k i
dt m K p

=

( )1,2
3 1,25

μ
, ,θ cos ,

8

I rdk f q k i
dt m K p

= −

( )1,2
4 1,25

μ
, ,θ sin ,

8

I rdi f q k i
dt m K p

=

( )1,2
5 1,25

μ
, ,θ ,

4

I rd f q k
dt m K p
Ω =

( ) ( )2 2
1 , 1 3f q k q k= + + ( )22 23 ,

8
q k+

( ) ( )
( )

= + + −

− + +

2 2
2 1,2 1,2

2 2
1,2

, ,θ 20 5 9 sin θ

28 5 7 cos θ ,

f q k k q k

q k q

( ) ( )
( )

2 2
3 1,2 1,2

2 2
1,2

, ,θ 28 9 7 cosθ

20 9 5 sin θ ,

f q k k q k

q k q

= + + +

+ + +

( ) 2
4 1,2 1,2 1,2

2
1,2 1,2

, ,θ 4cosθ cosθ

4 sin θ 3 cosθ ,

f q k k

qk q

= + +
+ +

( )5 1,2 1,2 1,2
2 2

1,2 1,2

, ,θ 4sinθ cosθ

3 sin θ sinθ .

f q k qk

k q

= + +
+ +

0,i =

1η m
m

m

dx
x dt

= ( )1,2,...5m =

η .u du dt=
ε η ηm m u=

εm
0,i ≠

1 cos i

1,2,3ε .

ствующих табл. 1 (при  
), оценка максимальных величин пара-

метров  на интервале времени  дает

(     ).
Здесь  – безразмерное время, где  – пе-
риод обращения центра масс системы на началь-
ной орбите.

Анализ решений исходной (10)–(15) и усред-
ненной (17)–(21) систем уравнений при рассматри-
ваемых исходных данных (табл. 1) показывает, что:

1. Погрешность определения всех оскулирую-
щих элементов по усредненной системе монотон-
но увеличивается и достигает максимума на кон-
це рассматриваемого отрезка.

2. Эволюция эллиптической орбиты происхо-
дит в основном за счет изменения большой полуоси
( ), причем эксцентриситет орбиты
и параметры, определяющие положение плоско-
сти орбиты центра масс системы изменяются не-
значительно (  

).
3. Максимальная относительная погрешность

определения приращения большой полуоси (от-
носительно полного приращения ) по усред-
ненной системе составляет .

4. Имеют место сравнительно большие коле-
бания эксцентриситета относительно своих сред-
них значений, амплитуда которых существенно
превышает величину его полного приращения,
что приводит соответственно к погрешности
определения высоты центра масс системы.

Приведенные выводы иллюстрируются на
рис. 2, где приводятся зависимости для относи-
тельной погрешности определения большой по-
луоси  по усредненной системе (рис. 2а,
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Таблица 1. Параметры ЭДТС

Масса концевого тела 

Масса концевого тела 
Длина недеформированного троса 

Сила тока 

Жесткость троса 
Высота начальной круговой орбиты или 
высота перицентра 

Эксцентриситет орбиты 

Наклонение орбиты 

Начальные значения 

Начальное значение 

Начальное значение 

1,кгm 2

2,кгm 6
, кмL 1

, AI 0.1±
, нE 7070

, кмH 1000

e 0, 0.01

i 0, /6, /3π π

0 0φ ,φ� 0

0θ 0

0 1r r= 0.992
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сплошная линия) и эксцентриситета орбиты
(рис. 2б; сплошная линия соответствует не усред-
ненной системе) от безразмерного времени 

Если пренебречь изменением параметров  то
на сравнительно небольших интервалах времени
(несколько витков), интегрируя уравнение (17),
нетрудно получить аналитическую оценку для
большой полуоси орбиты, которая будет иметь вид

(22)

τ.

, ,e i

( )
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72 2
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
= − ×


− −


×



где  – начальное значение большой полуоси.
Максимальная погрешность определения из-

менения большой полуоси при применении фор-
мулы (22) для рассматриваемого примера увеличи-
вается незначительно (рис. 2а, штриховая линия).

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ 
СИСТЕМЫ С ВЕСОМЫМ ТРОСОМ

В общем случае ЭДТС представляет собой си-
стему с распределенными параметрами, движе-
ние которой описывается уравнениями в частных
производных [1]. Одним из приближений к этой
модели являются уравнения движения орбиталь-
ной тросовой системы, в которой трос представля-
ется совокупностью материальных точек [16–20].
Запишем эти уравнения в виде

(23)

где   и  – радиус-вектор, скорость и масса
-ой материальной точки;  – гравитационная

сила,  – составляющая силы Ампера, действую-
щая на -ую материальную точку;  – сила натя-
жения троса, действующие между -ой и -ой
точками и приложенная к -ой точке; 

Для определенности полагается, что  и  –
массы нижнего и верхнего концевых тел соответ-
ственно. Силы  вычисляются по алгоритму, ко-
торый аналогичен алгоритму, используемому для
определения аэродинамических сил, действую-
щих на трос [17]. Разница заключается только в
определении силы  действующей на -ый уча-
сток троса. В данном случае имеем

(24)

где  – величина тока на -ом участке троса,
 – вектор магнитной индукции, определен-

ный по координатам середины отрезка троса;
 – единичный вектор от-

резка троса, В данной статье предполагается, что

Силы  распределяются по материальным
точкам ЭДТС следующим образом

(25)

где 
Силы натяжения троса  определяются в со-

ответствии с законом Гука с учетом односторон-
ности механической связи (трос не воспринимает
сжимающих усилий) [17, 18, 20]. Для вычисления
гравитационных сил  используется централь-
ное ньютоновское поле.
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Рассматриваемая математическая модель дви-
жения ЭДТС (23) позволяет учесть ряд факторов,
которыми в более простых моделях пренебрега-
лось. К этим факторам можно отнести: 1) весо-
мость троса; 2) растяжимость механической связи
с учетом того, что трос не воспринимает сжимаю-
щих усилий; 3) неравномерность распределенной
нагрузки от сил Ампера из-за изменения магнит-
ной индукции  вдоль троса. И как следствие, с уче-
том этих факторов оценить возможность использо-
вания более простых моделей для приближенного
определения изменения параметров ЭДТС.

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
При сравнении результатов, полученных по

приведенным выше моделям, предполагалось,
что в начальный момент ЭДТС находится в раз-
вернутом состоянии на местной вертикали в по-
ложении устойчивого относительного равнове-
сия, и по тросу начинают пропускать ток задан-
ной величины. Для модели (23) начальное
положение всех точек рассчитывалось из реше-
ния системы алгебраических уравнений, которые
определялись как совокупность условий равнове-
сия всех материальных точек механической систе-
мы. Для всех моделей центр масс ЭДТС в началь-
ный момент находился в перигее орбиты, соответ-
ствующей высоте . Для математической
модели (1)–(3) система также находилась в началь-
ный момент на вертикали  Так как урав-
нения (1), (3) имеют особенность, когда 
( ), то начальные условия для переменной 
должны удовлетворять ограничению  Поэто-
му в данном случае полагалось  

В табл. 2 приводится сравнение приращений
(в км) большой полуоси орбиты, вычисленных по
описанным выше математическим моделям, для
различных начальных эксцентриситетов орбиты
и ее наклонений на интервале  Рассмат-
ривается случай подъема высоты орбиты, когда

 другие исходные данные соответствуют
табл. 1.

Во всех приведенных в табл. 2 случаях приме-
нение модели (23), когда трос представляется со-
вокупностью материальных точек, приводит к
меньшим приращениям большой полуоси орби-
ты. Анализ полученных результатов показывает,

B

1000 км

0 0θ θ 0.= =�

r L=
0ψ = r

0 .r L<
0 0.999 ,r L= 0 0.r =�

[ ]τ 0,5 .∈

0.1,I = −

что это объясняется большей изгибной деформа-
цией троса при использовании модели (23), что
фактически приводит к уменьшению равнодей-
ствующей сил Ампера. Учет массы троса в моде-
ли (23) также приводит к уменьшению прираще-
ний (табл. 2), однако в данном примере ее влия-
ние существенно меньше.

Результаты, приведенные на рис. 2 и в табл. 2
соответствуют сравнительно небольшому интер-
валу времени  Анализ поведения систе-
мы на больших интервалах времени в соответ-
ствии с моделями (1)–(3) и (23) показал, что пове-
дение системы в существенной степени зависит от
знака параметра  (знака момента сил Ампера).

При  неустойчивость движения ЭДТС
проявляется, прежде всего, в быстром возраста-
нии амплитуды маятниковых колебаний ЭДТС в
плоскости орбиты (по углу ). При этом после до-
стижения углом  некоторых критических значе-
ний  которые находятся вблизи  система (в
зависимости от величины тока) или переходит во
вращение, или остается в окрестности  в тече-
ние длительного времени. Причем модель (1)–(3)
можно использовать только когда  Дело в
том, что при  амплитуда колебаний по пере-
менной  быстро увеличивается, и ее значения до-
стигают окрестности особой точки  С
другой стороны, моделирование движения систе-
мы в соответствии с уравнениями (23) показыва-
ет, что трос при  сжимается (он не натянут)
и его движение становится сложным. Далее этот
участок движения системы с большой и сложной
деформацией троса будем называть переходным
участком. Однако если система переходит во вра-
щение, то под действием центробежных сил трос
выпрямляется и натягивается (если существовал
переходный участок). Рис. 3, 4 иллюстрируют та-
кое поведение системы, когда начальная орбита
системы круговая и экваториальная. На рис. 4 от-
ношение  можно считать некоторой мерой де-
формации троса, так как переменная  в моделях
(1)–(3) и (23) это расстояние между концевыми
точками системы. Рис. 3а и рис. 4а соответствуют
модели (23), а рис. 3б и рис. 4б – модели (1)–(3).
На участке, когда  допущение о форме тро-
са (часть окружности) приближенно выполняет-
ся, а на переходном участке нет. На рис. 5 показа-

[ ]τ 0,5 .∈

σ

σ 0>

θ
θ

θ ,* /4,π

/4,π

θ θ .*<
θ θ*→

r
( )0 .r L= ψ =

θ θ*≈

r L
r

θ θ ,*<

Таблица 2. Сравнение приращений (в км) большой полуоси орбиты, определенных по различным моделям дви-
жения ЭДТС

Уравнения

(11)–(16) 15.491 15.494 7.881 7.884
(17)–(21) 15.491 15.502 7.786 7.791

(23) 15.038 14.819 7.619 7.486

0, 0e i= = 0.01, 0e i= = 0, /3e i= = π 0.01, /3e i= = π
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ны несколько положений троса: два левых поло-
жения троса соответствуют участку, когда 
а два правых положения троса – переходному
участку. Здесь надо отметить, что при данной ве-
личине тока  система в соответствии с
рассматриваемой моделью (23) не переходит во
вращение и, следовательно, продолжает выпол-
нять функции по изменению параметров орбиты
центра масс, хотя приращения орбитальных па-
раметров центра масс системы уменьшаются.

Когда  ( ), поведение системы су-
щественно отличается от предыдущего случая, так
как в процессе эволюции амплитуда маятниковых
колебаний по углу  уменьшаются и система при-

θ θ ,*<

0.1 AI = −

σ 0< 0.1 AI =

θ

ближается к положению равновесия, причем ам-
плитуды колебаний по переменной  остаются при-
близительно постоянными. Моделирование дви-
жения системы по уравнениям (23) показало, что
система остается в окрестности положения рав-
новесия достаточно длительное время без суще-
ственного увеличения амплитуд колебаний по пере-
менной  (конечное время ). Таким образом,
имеет место существенная асимметрия в поведении
системы, так как при  система достигает пере-
ходного участка, когда  (рис. 3, 4).

Асимметрия в поведении системы при измене-
нии знака параметра  объясняется влиянием пе-
реносного движения, связанного с направлением
движения центра масс системы по орбите (враще-

r

r τ 250=

σ 0>
τ 70* ≈

σ

Рис. 3
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ние системы координат ). В этом нетрудно
убедиться, формально изменив знаки угловой
скорости  и параметра  в уравнениях (1)–(3) на
противоположные. При этом характерные случаи
поведения системы поменяются местами.

В обоих случаях имеет место синхронизация
колебаний по переменным  и , то есть изгибные
колебания троса синхронизируются с маятнико-
выми движениями системы относительно центра
масс. Это иллюстрируется на рис. 6, где сплош-
ной линией показано изменение величины 
а штриховой линией – изменение переменной

 Расчет относится к рассмотренному выше
случаю  и соответствует модели (1)–(3). При
использовании модели (23) синхронизация также
имеет место, однако не так явно выражена, так
как на низкочастотные колебания накладывают-
ся высокочастотные продольные колебания тро-
са, которые не учитываются в модели (1)–(3).

Рассмотренные выше примеры относятся к
частному случаю движения ЭДТС по экватори-
альной орбите и когда  При наличии малых
начальных возмущений по углу  например,

 существенная асимметрия в поведении
системы сохраняется. Для  момент достиже-
ния переходного участка уменьшается 
(было ), причем амплитуды колебаний по
переменной  также уменьшаются. Для  по-
ведение системы становится другим. Как и рань-
ше амплитуды колебаний по углу  сначала
уменьшаются и приближаются к положению рав-
новесия  (8), однако амплитуды колебаний по
углу  увеличиваются, что приводит в некоторый
момент к увеличению амплитуд колебаний пере-
менных  и  В этом случае также существует пе-
реходный участок, когда амплитуда колебаний 
приближается к  Время достижения переход-
ного участка в этом случае  т.е. приблизи-
тельно в 2 раза больше, чем для случая 

Асимметрия в поведении системы сохраняется
и для наклонных орбит. В этом случае движение
системы по отношению к плоскости орбиты все-

0 0 0Cx y z

ω σ

r θ

,r L−

1θ θ .−
σ 0>

0φ 0.=
0φ ,

0φ 0.2=
σ 0>

τ 65* ≈
τ 70* ≈

φ σ 0<

θ

1θ
φ

θ .r
θ

π/4.
τ 135,* ≈

σ 0.>

гда имеет пространственный характер, даже когда
 т.е. возмущения по углу  всегда имеют

место, что характеризуется в модели (1)–(3) су-
ществованием связей между уравнениями при

 Особенности поведения системы для случа-
ев  и  также сохраняются. На рис. 7
приводятся характерные зависимости, соответ-
ствующие орбите с наклонением  (

  ). Эволюция системы
происходит также, как для аналогичного случая эк-
ваториальной орбиты при . Амплитуды ко-
лебаний по переменной  увеличиваются
(рис. 7в). Амплитуды колебаний  сначала умень-
шаются, потом увеличиваются (рис. 7а). Здесь надо
отметить, что в этом случае величина тока была уве-
личена в  раз, чтобы сохранить приблизи-
тельно те же приращения орбитальных параметров

0φ 0,= φ

0.i ≠
σ 0> σ 0<

0 π/6i = σ 0,<
0 0,e = 0φ 0,= 0.1 AI = −

0φ 0.2=
0φ 0=

θ
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центра масс системы (17)–(19). Данный случай ха-
рактеризуется тем, что переходный участок прак-
тически отсутствует и система переходит во вра-
щение, когда  Если при этом для тех же
данных поменять знак параметра  ( ),
то характерное время перехода системы во враще-
ние равно приблизительно  т.е. существен-
но меньше.

Результаты, представленные на рис. 7, соот-
ветствуют модели (23). Для наклонных орбит ис-
пользование модели (1)–(3), (10)–(15) приводит
качественно к тем же результатам, однако момен-
ты времени достижения переходных участков
(или моменты времени перехода системы во вра-
щение) увеличиваются на 10–20%.

При движении ЭДТС по эллиптической орбите
с достаточно малым эксцентриситетом ( ) рас-
сматриваемая асимметрия в поведении системы
сохраняется во всех случаях, причем моменты вре-
мени, когда система оказывается в характерных об-
ластях ее поведения изменяются не значительно.

Здесь необходимо отметить, что эволюцион-
ные движения системы относительно центра
масс практически полностью определяются зна-
чением параметра . Если, например, поменять
направление тока на противоположное 
( ) и в то же время поменять местами
концевые массы   (

), то величина параметра  (8) не изме-
нится. Соответственно эволюционные движения
системы относительно центра масс будут разви-
ваться аналогично. Хотя в первом случае высота
орбиты будет уменьшаться, а во втором случае –
увеличиваться. Таким образом, при проектирова-
нии ЭДТС для конкретной миссии подъема (или
торможения) всегда можно выбрать массы кон-
цевых тел так, чтобы реализовывался случай

 Естественно в любом случае необходимо
стремится к минимуму  так как в этом случае
влияние сил Ампера на движение системы отно-
сительно центра масс будет минимально.

Увеличение массы троса во всех случаях при-
водит к увеличению времени достижения пере-
ходных участков и, соответственно, моментов
времени, при которых система переходит во вра-
щение. Так, например, для наклонной орбиты

 (    ) при увели-
чении линейной плотности троса в 4 раза

 время перехода системы во вра-
щение увеличивается почти в 2 раза  (было

). Понятно, что данный фактор не учитыва-
ет математическая модель (1)–(3), построенная
для невесомого троса.

Здесь необходимо отметить, что процесс моде-
лирования движения ЭДТС по модели (24) по
сравнению с использованием более простых

τ 165.≈
σ 0> 0.1 AI =

τ 42,≈

0.01

σ
0.1 AI =

0.1 AI = −
1 2 кг,m = 2 6 кгm = 1 6 кг,m =

2 2 кгm = σ

σ 0.<
σ ,

0 π/6i = σ 0,> 0 0,e = 0φ 0,= 0.1 AI =

( )ρ 0.8 кг/км=
τ 85≈

τ 42≈

Рис. 7
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уравнений (1)–(3), (11)–(16) отличается большим
объемом вычислений (на несколько порядков).
Очевидно, что трудоемкость вычислений зависит
от количества отрезков (или материальных то-
чек), на которые разбивается трос. Это связано с
тем, что уменьшается масса точек троса, что фак-
тически приводит к увеличению жесткости си-
стемы. При больших  появляются малые знаме-
натели в системе (23), так как для точек троса

 где  Кроме того, си-
стема (23) характеризуется высокочастотными
продольными колебаниями троса, которые не
учитываются в более простой модели (1)–(3). По-
этому при выборе количества точек, моделирую-
щих трос, необходимо проводить пробные расчеты
для различного количества отрезков, характеризу-
ющих дискретизацию троса. Пробные расчеты по-
казали, что при количестве отрезков 7 и 14 резуль-
таты моделирования с точки зрения оценки ха-
рактерных моментов времени (с точностью до 0.5
по безразмерному времени) и амплитуд колеба-
ний переменных  (с точностью до 3%) сов-
падают. Поэтому все представленные выше рас-
четы соответствуют  Понятно, что для бо-
лее легких тросов при одном и том же количестве
отрезков жесткость системы (23) выше. В данных
примерах используется сравнительно легкий трос
с линейной плотностью 

В табл. 3 приводятся значения тока, опреде-
ленные из условия перехода системы во враще-
ние при  Система переходит во вращение в
направлении угловой скорости орбитального
движения (   ). В этом случае
также имеется асимметрия, соответствующая ва-
риантам  и  т.е. при  требуется
больший по величине ток, чтобы перевести си-
стему во вращение за заданное время. Естествен-
но, когда  то влияние сил Ампера на движение
системы относительно центра масс минимально,
что приводит к тому, что соответствующие значе-
ния тока увеличиваются в несколько раз (табл. 3).
Если  ( ), то потеря устойчивости со-
провождается большой деформацией троса, напри-
мер, для рассматриваемых данных минимальная
величина отношения достигает  по обеим

n

( )2 ,km L n= ρ − 1,... 1.k n= −

,θ,φr

15.n =

ρ 0.2 кг/км.=

τ 2.≈

0.1 A,I = − 0,i = 0e =

σ 0> σ 0,< σ 0<

σ 0,=

σ 0= 1 2m m=

0.4r L ≈

моделям (1)–(3) и (23). Оценка предельных вели-
чин тока из условия статической устойчивости

 которая следует из (8), дает  для слу-
чаев  из табл. 3. Причем для варианта

 предельные величины тока, определен-
ные из условия статической устойчивости, фор-
мально не ограничены, так как 

ВЫВОДЫ
На основании приведенного анализа динами-

ки движения ЭДТС, работающей в режиме гене-
рации тяги, можно сделать следующие выводы.

1. Проведено сравнение математических моде-
лей движения ЭДТС, предназначенных для ана-
лиза динамики системы с различной степенью
детализации, с учетом действующей распреде-
ленной нагрузки от сил Ампера.

2. Показано, что на сравнительно небольших
интервалах времени для оценки изменения эле-
ментов орбиты можно использовать усредненную
систему уравнений (17)–(21) и соответствующее
ей аналитическое решение (22).

3. Установлено, что движение ЭДТС под дей-
ствием распределенной нагрузки от сил Ампера
включает в себя ряд характерных участков: 1) уча-
сток, где можно использовать допущение о форме
троса в виде части окружности и соответственно
модель (1)–(3); 2) переходный участок, для которо-
го характерна большая и сложная деформация тро-
са; 3) участок вращательного движения системы.

4. Обнаружена существенная асимметрия в по-
ведении ЭДТС, которая определяется знаком мо-
мента от действия распределенных сил Ампера
относительно центра масс системы. Если 
(нижняя концевая точка отклоняется от вертика-
ли по направлению орбитального движения), то
процесс перехода системы во вращение затягива-
ется (как правило, в несколько раз) по сравнению
с противоположным случаем  Причем это
справедливо как для экваториальной, так и для
наклонных орбит.

5. Показано, что при малых величинах тока
возможно существование длительных переход-
ных участков в движении ЭДТС, когда при увели-
чении амплитуды маятниковых колебаний систе-
ма не переходит во вращение и деформируется
(трос не натянут).

6. С помощью численного анализа обнаруже-
но существование колебательных режимов дви-
жения ЭДТС, при реализации которых изгибные
колебания троса синхронизируются с маятнико-
выми колебаниями системы относительно своего
центра масс.

Работа поддержана грантом РФФИ РФ 16-41-
630637.

σ 1,= 0.45 A
1 2m m≠

1 2m m=

σ 0.=

σ 0<

σ 0.>

Таблица 3. Значения тока (в амперах), определенные
по различным моделям движения ЭДТС из условия
перехода системы во вращение при 

Урав-
нения

, 
,

, 
,

, 
,

(1)–(3) –0.36 –0.24 –1.12
(23) –0.24 –0.20 –1.12

τ 2≈

1 2 кгm =

2 6 кгm =
( )1θ 0 σ 0< <

1 6 кгm =

2 2 кгm =
( )1θ 0 σ 0> >

1 4 кгm =

2 4 кгm =
( )1θ 0 σ 0= =
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