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Рассматривается стабилизация относительного равновесия спутника на круговой орбите, снабжен-
ного магнитной системой ориентации. Показано, что линеаризованная система уравнений движе-
ния относится к специальному классу линейных нестационарных систем, приводимых к стацио-
нарным. На основе приведенной стационарной системы исследована управляемость и построены
работоспособные алгоритмы стабилизации. Проведено моделирование, подтверждающее эффек-
тивность предложенной методики.

DOI: 10.31857/S0023420620030048

ВВЕДЕНИЕ
Среди различных типов систем ориентации и

стабилизации особое место занимают магнитные
системы, принцип действия которых основыва-
ется на взаимодействии собственного магнитно-
го момента спутника – управляемого или пассив-
ного – с внешним магнитным полем. Системы
магнитной ориентации широко используются в
практике космических исследований, в частно-
сти, для малых спутников. Большое количество
публикаций было посвящено различным аспек-
там проблем управления и определения ориента-
ции спутников с помощью магнитных катушек и
магнитометров (см., например, [1–18]). Обзор ра-
бот по управлению ориентацией космических ап-
паратов при помощи магнитных моментов, вы-
полненных до 2003 года, содержится в [19], а бо-
лее поздних работ в [20].

Линеаризованные модели рассматриваемых за-
дач представляются линейными нестационарными
системами, так как управляющий момент является
функцией геомагнитного поля, которое изменяет-
ся во время движения спутника по орбите. Зависи-
мость коэффициентов во времени вносит суще-
ственные трудности, как в изучение управляемо-
сти, так и в разработку алгоритмов управления.
Среди подходов к изучению задачи управления
ориентацией при помощи магнитных моментов
можно выделить два основных направления.

1) Методы, основанные на осредненных мо-
делях (см., например, [4–7, 15, 19]). Преимуще-
ство этого подхода в том, что задача управления
становится стационарной. Но при этом следует

удостовериться, что построенные для прибли-
женной стационарной системы алгоритмы, дей-
ствительно стабилизируют исходную нестацио-
нарную систему.

2) Методы, основанные на периодических мо-
делях (см., например, [1, 3, 4, 10, 11, 19]). Приме-
нение этих методов обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой периодической си-
стемы, которая исследуется при помощи теории
Флоке. Аналитически эти методы эффективно
реализовать трудно и приходится применять чис-
ленные методы.

В ряде работ, посвященных задаче управления
ориентацией при помощи магнитных моментов
особое внимание уделено вопросам управляемости
линейных нестационарных систем [13, 18, 21, 22].

Цель предлагаемой статьи – представить но-
вый аналитический подход к изучению рассмат-
риваемой проблемы, основанный на приводимо-
сти исходной нестационарной системы к стацио-
нарной системе большей размерности. Свойство
приводимости эффективно используется как при
анализе управляемости, так и при построении
алгоритмов стабилизации. Для приведенной
стационарной системы строится оптимальный
алгоритм стабилизации, основанный на ЛКР-
методе, А затем это управление при помощи кон-
структивного преобразования вводится в исход-
ную нестационарную систему. Работоспособность
и эффективность предлагаемых алгоритмов под-
тверждается математическим моделированием.

УДК 629.7.052



200

КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 58  № 3  2020

МОРОЗОВ, КАЛЕНОВА

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается движение спутника вокруг
центра масс в гравитационном поле Земли. Пред-
полагается, что центр масс спутника движется по
круговой орбите.

Системы координат и уравнения движения. Ис-
пользуются две системы координат:  – ор-
битальная система координат с началом в центе
масс спутника: ось  направлена по радиус-век-
тору центра масс;  – по нормали к плоскости
орбиты,  дополняет систему до правой трой-
ки; – связанная система координат, оси ко-
торой направлены по главным центральным осям
инерции спутника.

Ориентация системы  относительно ор-
битальной задается с помощью углов Эйлера

 (последовательность поворотов 1–2–3).
Матрица  направляющих косинусов осей систе-
мы  в системе  имеет вид [23]

Компоненты абсолютной угловой скорости
спутника  в проекциях на оси системы коорди-
нат  имеют вид

(1)

где  – величина орбитальной угловой скорости.
Динамические уравнения движения спутника

около центра масс имеют вид [23]

(2)

Здесь   – главные цен-
тральные моменты инерции спутника,  – еди-
ничный вектор оси ,  – управляющий мо-
мент, который создается за счет взаимодействия
собственного магнитного момента спутника с
магнитным полем Земли.

Управляющий момент  можно представить в
виде
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где  – собственный магнитный
момент спутника;   – индукция
геомагнитного поля, которое аппроксимируется
прямым магнитным диполем в орбитальной си-
стеме координат [24]

Здесь  – угол наклона плоскости орбиты спут-
ника к плоскости экватора; 

 – постоянная магнитного по-
ля Земли,  – радиус орбиты.

Величины  далее считаются управля-
ющими воздействиями.

Линеаризованные уравнения движения. Уравне-
ния движения (1), (2) при  допускают стаци-
онарные решения, отвечающие положениям отно-
сительного равновесия спутника, в которых оси
связанной системы координат  совпадают с
осями орбитальной системы координат  [23].
Углы поворота  выбраны таким обра-
зом, что в положении относительного равновесия
все углы и относительные угловые скорости рав-
ны нулю

(3)
При линеаризации уравнений движения (1),

(2) в окрестности относительного равновесия (3),
очевидно, линеаризуются и выражения для мо-
ментов , в которых управление 
формируется в виде линейной обратной связи по
компонентам вектора состояния .
Поэтому можно считать (как и в [16, 21]), что

 (  – единичная матрица ( )) и

Тогда линеаризованные уравнения управляе-
мого движения имеют вид
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Для круговой орбиты , где μ = 3.986 ·

· 105 км3 с–2 – гравитационный параметр Земли.

Тогда параметр  не зависит от радиуса ор-

биты.
Представим систему (4) в виде системы перво-

го порядка

(5)

Здесь   – нулевые
матрицы соответствующих размеров.

Требуется построить управление, обеспечива-
ющее асимптотическую устойчивость выбранно-
го положения относительного равновесия, осно-
вываясь либо на системе уравнений (4), либо (5).
Аналитически построить стабилизирующее управ-
ление непосредственно для исходной системы за-
труднительно из-за существенной нестационарно-
сти системы (4) (5).

Предлагается подход к решению этой задачи,
ранее применявшийся при исследовании ряда
прикладных задач [25–27]. Этот подход состоит
из следующих этапов:

1) построить конструктивное преобразование
исходной нестационарной системы к стационар-
ной системе;
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2) провести анализ управляемости полученной
стационарной системы;

3) при наличии управляемости построить для
стационарной системы оптимальный алгоритм
управления на основе квадратичного критерия
качества на бесконечном интервале времени, что
позволит получить линейную обратную связь с
постоянными коэффициентами;

4) осуществить обратный переход к исходным
переменным нестационарной системы, вводя, ес-
ли это необходимо, дополнительные переменные.

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ К СТАЦИОНАРНОЙ 
СИСТЕМЕ

Системы (4) и (5) относятся к классу линейных
нестационарных систем, содержащих управле-
ние, которые допускают приведение к стацио-
нарным системам большей размерности [25–27].
Напомним, что этот класс систем характеризует-
ся тем, что функции, входящие в выражение для
матрицы  при управлении, являются решени-
ями линейной однородной системы с постоян-
ными коэффициентами.

Преобразование системы (4). В системе уравне-
ний (4) матрицу коэффициентов при управлении,
имеющую вид  = 

, удобнее представить в комплекс-
ной форме
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функциях  получим следующую стацио-
нарную систему

(7)

Стационарная система (7) избыточна: каждой
компоненте исходного вектора  соответствуют
три компоненты расширенного вектора состоя-
ния . Система (7) состоит из трех независимых
подсистем, относительно переменных :

(8)
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Система (8) содержит только компоненту
управления , система (9) – компоненты .
Переменная , очевидно, неуправляема, и мож-
но положить 
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щую замену переменных

(11)

которая приводит систему (5) к стационарной си-
стеме

(12)

τ − τe ,e ,1,i i

+ + =
= = − =

= − = − − =

�� �

(k) (k) (k)

1 3 2 3 3

1 3 2 3 3

,
 + 2 ; 2 ; ;

 + ; ; .

k k ky D y K y C u
D D iE D D iE D D

K K iD E K K iD E K K

x

y
(1) (2) (3); ;z z z

 =  

 = = 

(1) (1) (1) (2) (2)
1 2 1 2

(2) (1) (3) (3) (3) (3) (3)
3 3 1 2 3

,

, ,

T

T

z y y y y

z y y y y z y

+ + =�� �

(1) (1) (1) (1)
1 1 2z G z R z C u

[ ]+ + = =� ��� �

T(2) (2) (2) (2)
2 2 1 3, ,z G z R z C u u u u

− κ =��

(3) (3)
2 0,z z

= =
− − −   = =   −   

−κ − −κ   = =   −κ − −κ   

1 11 12 1 11 12

1 1
11 12

3 3

1 1 1 1
11 12

3 3 3 3

diag( , ), diag( , ),
2 2

, ,
2 2

, ,

G G G R R R
i d i d

G G
d i d i

id id
R R

id id

= = −κ −κ −κ −κ
κ = κ +

−   = =   −   

2 21 22 2 2 2 1 3

1
21 22

3

diag( , ), diag( , , , ),
1,

2 0 0
, ,

0 2 0

j j

G G G R

i d
G G

i d

− β β β   
   − β − β β
   = =

β β   
   − β −β   

1 2 2

3 2 2(1) (2)

1 4

3 5

0.5
0.5 0.5

, .
0

0.5 0

i i
i

С С
i

2u 1 3,u u
(3)z

τ ≡(3)( ) 0.z

τ − τξ = η + η + η
ξ × η × =

(1) (2) (3)

(k)

e e ,

(6 1), (6 1), (k 1,2,3),

i i

η ηη = η +� .A B u

Стационарная система (12), аналогично систе-
ме (7), может быть записана в виде трех независи-
мых подсистем

(13)

(14)

(15)

Переменные , очевидно, неуправляемы, и
можно (как и в системе (10)) положить .

УПРАВЛЯЕМОСТЬ
Управляемость в данной задаче можно иссле-

довать, как исходя из анализа нестационарных
систем (4), (5), так и анализируя стационарные
системы (8), (9) или (13), (14). Как уже указыва-
лось, стационарные системы являются избыточ-
ными по отношению к исходной системе. Если
стационарная система управляема, то управляема
исходная нестационарная система. Однако не-
управляемость стационарной системы может и не
повлечь неуправляемость исходной нестационар-
ной системы.

Управляемость стационарной системы (8), (9).
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тор  содержат компоненты , ко-
торые включают в себя все компоненты исходно-
го вектора состояния . Поэтому если си-
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нет необходимости, считая . В этом случае
можно положить  и из формул (7) следует

(16)
Предположим, что орбита спутника не являет-

ся ни экваториальной, ни полярной, т.е. 
 и исследуем управляемость стационар-

ной системы (9). Необходимым и достаточным
условием управляемости является условие [29]

(17)

Можно показать, что это условие нарушается
при , что имеет место при  и либо

, либо , т.е. при

(18)

(19)

В этих случаях в системе (9) существуют ли-
нейные интегралы, не зависящие от управления,
что подтверждает неуправляемость системы [25].

Очевидно, что условия неуправляемости си-
стемы (13), (14), эквивалентной системе (8), (9),
имеют тот же вид (18), (19).

Управляемость нестационарной системы. Си-
стема (5), согласно критерию [30], управляема,
если можно указать такую точку , в которой

(20)

Матрица  имеет вид

Здесь 

Можно показать, что определитель матрицы,
составленный из 6 независимых столбцов ,
представляется в виде

где  – постоянные величины, зависящие от
параметров системы.

Условием неуправляемости является одновре-
менное выполнение равенств  и 

При выполнении условия (19) определитель
матрицы , составленной из первых шести
столбцов, обращается в нуль. Однако, если выбрать
другие 6 независимых столбцов матрицы , а
именно: 1, …, 5, 7, то нетрудно показать, что при
выполнении условия (4.4) 

Таким образом, нестационарная система (5)
управляема при любых значениях моментов инер-

ции спутника, несмотря на то, что соответствую-
щая стационарная система, не является полностью
управляемой.
Замечание. В работе [22] указаны лишь достаточ-
ные условия управляемости системы (5) для лю-
бой неэкваториальной орбиты, имеющие вид

(21)

Эти же условия повторены в [13].
Однако, если тензор инерции спутника – ша-

ровой ( , т.е. ), то , и
условия управляемости (20) выполнены, т.е.
управляемость имеет место, несмотря на то, что
условия (21) нарушаются.

АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ 
СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО ПРАВЛЕНИЯ

Анализ управляемости, проведенный в п. 4,
показал, что система (9) управляема, за исключе-
нием случаев (18), (19). Система (14) содержит
комбинации всех исходных переменных, и алго-
ритм стабилизации строится на ее основании, в
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предположении, что условия (18), (19) не выпол-
нены.

Система (14) записана в комплексной форме.
Для построения алгоритма стабилизации удобнее
представить ее в действительной форме, вводя
следующие переменные

(22)

которые удовлетворяют системе уравнений

(23)

Задача стабилизации стационарной управляе-
мой системы (23) состоит в том, чтобы построить
управление , обеспечивающее стремление к ну-
лю компонент вектора состояния  при 
Стабилизирующее управление строится в виде
обратной связи по состоянию, а матрица коэф-
фициентов управления  выбира-
ется из условия минимума квадратичного функ-
ционала

Здесь  – положительно определенные по-
стоянные матрицы размерности  со-
ответственно.

Оптимальное управление имеет вид [31]

(24)

Матрица  размерности  является положи-
тельно определенным решением матричного ал-
гебраического уравнения Риккати

Синтезированное управляющее воздействие
является функцией переменных  стационар-
ной системы (24) более высокого порядка, чем
исходная нестационарная система (5). Для введе-
ния управления непосредственно в исходную си-
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стему (5) следует выразить вектор  через
исходный вектор состояния  дополнен-
ный вектором  так, чтобы матрица 
преобразования [24, 25]

(25)

была невырожденной.

Компоненты вектора  связаны с компонента-
ми вектора состояния стационарной системы (23)
соотношениями

(26)

Матрица преобразования имеет вид

Уравнения для дополнительного вектора
 имеют вид

(27)

Тогда уравнение для вектора  можно записать в
виде

(28)

Нестационарная система (28) включает в себя
исходную систему (5), в качестве подсистемы.
Управление (24), построенное для стационарной
системы (23) можно вводить в систему (28), ис-
пользуя выражения (25), в виде

Замкнутая этим управлением система имеет вид

(29)

Решения  системы (29), содержащие ком-
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лю при , в силу выбора матрицы , так как
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вектора  ограниченным преобразованием (25).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ
Моделирование проводилось в пакете

MATLAB 7.1. Коэффициенты вычислялись и ис-
пользованием стандартной программы ЛКР для
стационарной системы восьмого порядка (23).
Характеристики квадратичного функционала

 
На рис. 1, 2 представлено поведение перемен-

ных  (сплошными линиями
описывается поведение углов, пунктирными – ско-
ростей) в отсутствии управления ( ) и при его
наличии. При следующих значениях параметров
ИСЗ:  

Θ = γ 8,E Γ = α 2.E

θ θ τ =, , ( 1,2,3)i id d i

= 0iu

= 2
1 2.5 кг м ,J = 2

2 5.8 кг м ,J = 2
3 3.6 кг мJ

[11] (неустойчивое положение относительного
равновесия). Угол наклона орбиты  Вели-
чины  . Начальные отклонения по
углам 0.15, 0.15, 0.2 по скоростям 0.1, 0.1, 0.15.

На рис. 3–5 представлено поведение тех же пе-
ременных при наличии управления для различ-
ных углов наклона орбиты:  

 При следующих значениях параметров
ИСЗ:   
[11]. Величины  

Анализ приведенных графиков показывает,
что время процесса стабилизации увеличивается

= °60 .I
γ = 1.0, α = 1.0

= °60 ,I = °15 ,I
= °82.5 .I

= 2
1 3.6 кг м ,J = 2

2 5.8 кг м ,J = 2
3 2.5 кг мJ

γ = 1.0, α = 0.0001.
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Рис. 4. 
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Рис. 6. 
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при движении по орбитам, близким к экватори-

альным или полярным.

На рис. 6 представлено поведение переменных

  при наличии управления в

том случае, когда тензор инерции ИСЗ – шаро-

вой. При следующих значениях параметров:

 [15];  

Моделирование показало, что процесс стабили-

зации практически не зависит от характера устой-

чивости относительного равновесия спутника.

θ θ τ, ,i id d =( 1,2,3)i

= = = 2

1 2 3 130 кг мJ J J = °97.8 ;I γ = 1.0,

α = 0.0001.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что линеаризованная в окрестности
положения относительного равновесия система
уравнений движения спутника относится к спе-
циальному классу линейных нестационарных си-
стем, допускающих приведение к стационарным
системам большей размерности. Указано соот-
ветствующее конструктивное преобразование.
На основе полученной стационарной системы ис-
следована управляемость и построены работоспо-
собные алгоритмы стабилизации. Проведено моде-
лирование, подтверждающее эффективность пред-
ложенной методики.
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