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Получено численное решение волновых уравнений для свистовых электромагнитных волн, падаю-
щих на ионосферу сверху. Для расчетов использованы матричный алгоритм приближенного реше-
ния волновых уравнений в плоскослоистой плавно неоднородной среде и метод коллокаций реше-
ния граничной задачи. Получены и проанализированы зависимости коэффициентов отражения R
от частоты и угла падения волны для различных времен года и времени суток. В ночных условиях
для волн с частотами от 1 до 10 кГц значения R изменяются в пределах от 0.1 до 0.7. В дневных усло-
виях значения R в среднем на два порядка ниже и не превышают величины 0.04. Наименьшие зна-
чения коэффициента отражения связаны с волнами, отражение которых происходит в области
сильного затухания на высотах 80–110 км. Полученные результаты объясняют особенности условий
возбуждения плазменного магнитосферного мазера.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Изучению вопросов распространения в маг-

нитосфере электромагнитных волн свистового
диапазона посвящено большое количество работ
[1–9]. Одной из важных и вместе с тем сложных
остается задача о расчете волновых полей от зем-
ной поверхности до высот в несколько сотен ки-
лометров. Основная трудность численного на-
хождения волновых полей связана с проблемой
расходимости решений из-за больших декремен-
тов затухания нераспространяющихся волновых
мод [4, 10, 11]. Частично эта проблема решена в
работе [12] с использованием идеи о рекурентном
вычислении коэффициентов отражения в плос-
кослоистых средах, в статье [13] для малых углов
падения волны на границу ионосферы. В данной
работе рассматривается задача о численном на-
хождении поля низкочастотных волн, падающих
на ионосферу сверху. Для вычислений применя-
ются два метода – метод коллокаций решения
граничной задачи в нижних слоях резко неодно-
родной ионосферы [14] и матричный алгоритм
приближенного решения волновых уравнений [15]
в верхней части плавно неоднородной ионосфе-
ры. Комбинация двух методов позволяет учесть

реальные высотные зависимости ионосферных
параметров и избежать проблемы расходимости
решений на больших высотах [11].

Результаты расчетов используются для анали-
за частотных и угловых зависимостей коэффици-
ента отражения по энергии свистовых волн, пада-
ющих на ионосферу сверху, для различных вре-
мен года и времени суток. В качестве верхней
границы области решения используется значение
750 км. С одной стороны, это типичная высота
многих спутниковых магнитосферных измере-
ний. Например, на спутнике DEMETER были по-
лучены обширные, в том числе и тесно связанные
с тематикой данной статьи результаты [16] об
ОНЧ-излучениях на высоте порядка 700 км. С
другой стороны, использование указанной высо-
ты позволяет отработать алгоритмы и выявить
важные электродинамические закономерности в
приближении постоянного магнитного поля.

Изучение волновых полей и анализ зависимо-
стей коэффициента отражения от частоты и угла
падения важно для объяснения эксперименталь-
ных данных о прохождении естественных магнито-
сферных электромагнитных ОНЧ-излучений через
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ионосферу и для объяснения условий возбуждения
плазменного магнитосферного мазера [17].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Пусть свистовая волна с частотой  и волно-
вым вектором  падает на границу  сверху.
Предположим, что выше этой границы 
плазма однородна, ниже  плазменные па-
раметры изменяется вдоль вертикальной оси ,
координата  соответствуют поверхности
Земли, магнитное поле  лежит в плоскости  и
составляет с осью  угол . В указанных условиях
плоскослоистую ионосферу можно рассматри-
вать как анизотропную среду с тензором диэлек-
трической проницаемости [18]

(1)

в котором функции , ,  известны.
Подставляя электрическое и магнитное поле

волны ,  в
уравнения Максвелла, получаем систему уравне-
ний, которую запишем в матричном виде

(2)

Здесь

(3)

где , . Ниже мы
используем систему уравнений (2) для численно-
го нахождения поля волны и коэффициента отра-
жения по энергии падающей сверху волны.

3. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА 
ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА

Схема, поясняющая постановку задачи, изоб-
ражена на рис. 1. Области решения задачи соот-
ветствуют значения вертикальной координаты

. Оттенки серого цвета соответствуют
типичному профилю нормированной на макси-
мальное значение электронной концентрации в
ночных условиях. Учтем, что на высотах порядка
100–200 км и выше для рассматриваемых волно-
вых возмущений плазма является плавно неодно-
родной. Разделим всю область решения на две ча-
сти  и . Границу  выберем
таким образом, чтобы выше нее масштаб плаз-
менной неоднородности существенной превы-
шал значения  , где  – корни дис-
персионного соотношения. В этом случае для на-
хождения поля выше границы  можно
использовать матричный алгоритм приближен-

ного решения волновых уравнений [15]. Предста-
вим решение уравнений (2)–(3) в виде

(4)

где вектора  характеризуют локальную поляри-
зацию волновых возмущений, а постоянные 
определяются граничными условиями.

Суть алгоритма заключается в последователь-
ном нахождении в интересующей нас области вы-
сот величин  – “скорректированных” с учетом
неоднородности плазмы корней дисперсионного
соотношения, и соответствующих им “скоррек-
тированных” векторов поляризаций . Отметим,
что точность используемого нами первого при-
ближения матричного алгоритма аналогична точ-
ности уравнений геометрической оптики. Таким
образом, поле в верхней области  равно
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(5)

В выражении (5) индексы 1 и 2 соответствуют
падающей и отраженной волнам, вклад нерас-
пространяющихся мод не учитывался, коэффи-
циент .

Ниже границы  плазменные параметры
изменяются достаточно резко, усиливается зату-
хание волны, связанное с взаимодействием заря-
женных и нейтральных частиц, происходит транс-
формация свистовой моды в вакуумную электро-
магнитную. Асимптотические методы в этом
случае неэффективны. Для нахождения поля вол-
ны на высотах  мы используем метод
коллокаций решения граничной задачи с помо-
щью MATLAB программы, подобной bvp4c [14].
Программа начинает решение в соответствие с
граничными условиями, а затем уменьшает длину
шага, чтобы добиться установленной точности
решения. Использование такого алгоритма дает
возможность получить устойчивое решение пол-
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ной системы волновых уравнений с граничными
условиями

(6)

Первые два условия соответствуют модели иде-
ально проводящей земной поверхности ,
третье определяет амплитуду падающей волны,
четвертое исключает экспоненциально нараста-
ющее вверх решение. При  решения, полу-
ченные с использованием матричного алгоритма
и метода коллокаций, сшиваются.

Решая численно систему (2) с граничными
условиями (6), мы находим координатную зави-
симость поля волны, а также коэффициент  в
формуле (5). Решение граничной задачи во всей
области  позволяет получить высотные
распределения электрического и магнитного по-
лей  и , а также интересующий нас коэффици-
ент отражения по энергии от границы 

(7)

где  и  – вертикальные проекции вектора
Пойнтинга падающей на границу  сверху и
отраженной от этой границы волн соответственно.
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Рис. 1. Схема, поясняющая постановку задачи.
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4. НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Для численных расчетов были использованы
данные модели IRI [19] для географических коорди-
нат 68° с.ш. и 25° в.д. (https://ccmc.gsfc.nasa.gov/mod-
elweb/models/iri2016_vitmo.php). Высотные профи-
ли плазменной концентрации представлены на
рис. 2а (осень, 4.IX.2019) и рис. 2б (зима, 1.I.2019).
Пунктирной линией изображены зависимости
концентрации в дневных условиях (12.30 по мест-
ному времени), сплошной линией – в ночных
условиях (00.30 по местному времени). Зависимо-
сти частот столкновений электронов (коротким
пунктиром в дневных и сплошной линией в ноч-
ных условиях) и ионов (пунктирной линией) с ней-
тральными частицами представлены на рис. 2в.

Примеры частотных зависимостей коэффици-
ента отражения при различных углах падения, от-
вечающих соответствующим значениям попереч-

ных компонент волнового вектора, представлены
на рис. 3. Верхняя граница области расчета  со-
ответствует высоте 750 км. Граница  области
применения матричного алгоритма составляет от
145 км (для малых углов падения) до 210 км (для
больших углов падения). На рис. 4 представлены
зависимости коэффициента отражения по энер-
гии от угла падения   для
волн с частотой , соответствующие
условиям ночной (а) и дневной (б) ионосферы
4.IX.2019. Пунктирной линией схематично изоб-
ражена реальная часть вертикальной проекции
волнового вектора вблизи земной поверхности

. На рис. 5 представлены приме-
ры зависимостей электрического поля (сплош-
ной линией) и магнитного поля (пунктирной ли-
нией) от высоты. Значения полей нормированы
на величину амплитудного значения напряжен-

2z
1z

yα ( )2tg ( )y y zk k z zα = =
1.5 кГцf =

( )2 2
0zk c k⊥= ω −

Рис. 2. Высотные профили плазменной концентрации, соответствующие (а) осеннему 4.IX.2019 г. и (б) зимнему
1.I.2019 г. сезонам, в ночных условиях – сплошной линией, в дневных условиях – пунктирной линией. Частоты столк-
новений электронов (сплошной линией в ночных и коротким пунктиром в дневных условиях) и ионов (пунктирной
линией) с нейтральными частицами (в). 
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Рис. 3. Зависимости коэффициента отражения по энергии от частоты при различных значениях поперечных проекций
волнового вектора: (а) ночь, 4.IX.2019, (б) день 4.IX.2019, (в) ночь, 1.I.2019, (г) день 1.I.2019.
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ности электрического поля на высоте 750 км, ко-
торая обычно измеряется на спутниках. Рис. 5a
получен для ночных условий, рис. 5б для дневных
условий в осенний период (4.IX.2019), частота
волны равна  и поперечная компонен-
та волнового вектора равна нулю (нормальное па-
дение). На рис. 6a (для ночных условий) и 6б (для
дневных условий) изображены примеры зависи-
мостей поперечного электрического (сплошной
линией) и магнитного (пунктирной линией) полей
в нижней части ионосферы для различных частот.

5. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Величина коэффициента отражения по энер-
гии для свистовых волн, падающих на ионосферу
сверху, существенно зависит от времени суток.
В ночных условиях нижняя граница ионосферы
достаточно резкая, при нормальном падении вол-
ны в рассматриваемом частотном диапазоне и для
рассматриваемых высотных профилей плазмен-
ной концентрации величина  лежит в пределах
приблизительно от 0.3 до 0.6 для осенней ионо-
сферы и от 0.1 до 0.3 для зимней ионосферы.
Днем нижняя граница более плавная, значения 
при этом на порядок ниже и не превышают 0.04.
Величина  достаточно чувствительна к выбору
параметров падающей волны. При сравнительно
малых значениях поперечного волнового вектора

  (при этом углы па-
дения для волн с частотами от 1 до 10 кГц изменя-
ются приблизительно от 21° до 5° в ночных и от

1.5 кГцf =

R

R

R

10.06 км ,xk −= 10.08 кмyk −=

18° до 3° в дневных условиях) с увеличением ча-
стоты коэффициент отражения в среднем растет.
Действительно, характерная высота, на которой
происходит трансформация свистовой моды в
вакуумную электромагнитную, может быть оце-
нена из условия  и увеличивается с ро-
стом частоты волны. При этом меньше проявля-
ется затухание волны в нижних слоях ионосферы.
В дневных условиях эта особенность выражена
сильнее (см. рис. 3).

При более высоких значениях поперечного
волнового вектора  
(при этом углы падения для волн с частотами от 1
до 10 кГц изменяется приблизительно от 75° до
17° в ночных и от 50° до 11° в дневных условиях) в
случае малых частот отражение в основном про-
исходит выше области сильного затухания. Ко-
эффициент отражения в этом случае может иметь
достаточно высокие значения (см. рис. 3–4).
С ростом частоты коэффициент отражения снача-
ла уменьшается (волны могут достигать области
сильного поглощения на 80–110 км, но не доходят до
земной поверхности), затем растет (волны достига-
ют земной поверхности). Например, при значениях
поперечного волнового вектора 

 минимальная частота, при которой
волны могут достигать земной поверхности, рав-
на примерно 5 кГц (см. рис. 3). При некоторых
значениях частот, превышающих это минималь-
ное значение, функция  и в ночных, и в днев-
ных условиях имеет ярко выраженные минимумы

2
pe eω ≈ ων

10.06 км ,xk −= 10.08 кмyk −=

10.06 км ,xk −=
10.08 кмyk −=

( )R f

Рис. 5. Поперечная электрическая (сплошной линией) и магнитная (пунктирной линией) компоненты поля волны с
частотой 1.5 кГц, на высотах от 0 до 750 км в ночных (а) и дневных (б) условиях. Зависимости соответствуют нормально
падающей волне
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(рис. 3). Например, для ночной ионосферы в
осенний период (рис. 3a), минимумы соответ-
ствуют частотам . При
этом “горизонтальная” длина волны равна

. Эти минимумы можно
объяснить явлением резонанса в волноводе Зем-
ля-ионосфера [13, 20]. При отмеченных значени-
ях в волноводе “укладывается” целое число по-
луволн. На рис. 6a изображены высотные про-
фили электрического и магнитного полей в
нижней части ионосферы, соответствующие

5.1,6.1,7.4 и 8.8 кГцf =

λ = 167, 106, 59 и 43 кмz

“резонансным”  и “не резонанс-
ным”  условиям. Для дневной
ионосферы (рис. 3б), минимумы соответствуют
частотам  и “горизонталь-
ной” длине волны , высот-
ные профили полей, соответствующие “резо-
нансным” и “не резонансным” условиям, изоб-
ражены на рис. 6б. При больших углах падения
(случай   рис. 3) волны
не достигают земной поверхности.

= 5.1, 6.1 кГцf
= 4.5, 6.5 кГцf

= 5.2, 6.3 и 8.3 кГцf
λ = 162, 102 и 48 кмz

10.2 км ,xk −= 10.3 кмyk −=

Рис. 6. Поперечная электрическая (сплошной линией) и магнитная (пунктирной линией) компоненты поля волны с

поперечными компонентами волнового вектора   на высотах от 0 до 150 км в ночных (а)
и дневных (б) условиях.
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Зависимости коэффициента отражения от уг-
ла падения для волны с частотой 
представлены на рис. 5. На этих же рисунках
пунктиром схематично отмечена реальная часть

. Как видно из полученных ре-
зультатов, слабее всего отражаются волны, не до-
ходящие до земной поверхности, отражение ко-
торых имеет место в основном в области сильного
затухания, т.е. на высотах порядка 80–110 км.

Полученные результаты о величине коэффи-
циента отражения свистовых волн от ионосферы
сверху объясняют типичный экспериментально
наблюдаемый суточный ход режимов работы
плазменного магнитосферного мазера. Напри-
мер, если величина  сравнительно невелика

 (или ), то колебательные режи-
мы циклотронной неустойчивости не реализуют-
ся. Колебательные режимы отвечают условию

 (или ), когда волны и частицы в
магнитосферном мазере сравнительно слабо свя-
заны [17]. Поэтому колебательные режимы и сви-
стовые излучения QP-1, QP-2 типичны не для
ночной, а для дневной магнитосферы.

Для реального распределения заряженной и
нейтральной компонент плазмы обосновано, что
колебательные режимы реализуются в утреннем и
предполуденном секторах субавроральной маг-
нитосферы и не типичны в ночном секторе, а в
вечернем секторе условия самовозбуждения
обычно вообще не выполняются.

Реальные условия возбуждения квазиперио-
дических ОНЧ излучений в магнитосфере имеют
много нюансов, в изучении которых важную роль
играет тщательный анализ экспериментальных
данных. Пример пространственной распростра-
ненности излучений в апреле был рассмотрен по
данным нескольких космических аппаратов в
статье [21]. Квазипериодические излучения наблю-
дались в течение 5 дневных часов в довольно широ-
кой области пространства внутри плазмосферы в
диапазоне магнитных оболочек . Это
хорошо согласуется с полученными нами в дан-
ной работе результатами для осенних условий.

Геофизическая обстановка становится более
сложной для времени года, близкого к солнцесто-
янию, когда одна из магнитосопряженных обла-
стей ионосферы освещена солнцем, а вторая нет.
При солнцестоянии в геомагнитной ловушке
условия могут быть близки к дневным в плане
добротности магнитосферного резонатора, а вы-
ход на земную поверхность такой же хороший,
как ночью. В статье [22] показано, что с учетом
отмеченных обстоятельств можно объяснить
условия возбуждения квазипериодических излу-
чений с большими периодами повторения ночью
в почти спокойных геомагнитных условиях.

1.5 кГцf =

( )2 2
0zk c k⊥= ω −

ln R
ln 3R ≤ 0.05R ≥

ln 3R ≥ 0.05R ≤

1.5 5.5L = −

Интересные экспериментальные результаты о
квазипериодических излучениях, зарегистриро-
ванных ночью в январе, приведены в статье [23].
В этой работе были подтверждены фундамен-
тальные выводы [24] о природе не связанных с
геомагнитными пульсациями квазипериодиче-
ских ОНЧ излучений, обусловленных модуляци-
ей анизотропии функции распределения, проис-
ходящей в такт с модуляцией интенсивности
электромагнитных излучений.

ВЫВОДЫ
Рассмотрена задача о наклонном падении сви-

стовой волны на ионосферу сверху. Для модели
плоскослоистой среды получено численное ре-
шение волновых уравнений. Для нижней части
ионосферы был использован метод коллокаций
решения граничной задачи. Для верхней области
был использован матричный алгоритм прибли-
женного решения волновых уравнений в плоско-
слоистой магнитоактивной плазме. Граница “сшив-
ки” решений выбиралась таким образом, чтобы вы-
ше нее выполнялись условия плавно неоднородной
плазмы, и составила от 145 до 205 км. Комбинация
двух указанных методов позволила учесть реаль-
ные высотные зависимости плазменных парамет-
ров и избежать проблемы расходимости решений
на больших высотах, связанной с высокими де-
крементами нераспространяющихся мод.

Результаты расчетов использованы для опре-
деления коэффициента отражения R от ионосфе-
ры сверху по энергии свистовых волн. Проанализи-
рованы зависимости коэффициентов отражения от
частоты и угла падения волны для различных вре-
мени суток и времен года. В ночных условиях для
волн с частотами от 1 до 10 кГц значения R обычно
лежат в пределах от 0.1 до 0.7. В дневных условиях
значения R в среднем на один-два порядка ниже
и не превышают величины 0.04. Значения коэф-
фициентов отражения могут существенно зави-
сеть от угла падения волны. Наименьшие значе-
ния коэффициента отражения отвечают волнам,
отражение которых происходит в области силь-
ного затухания на высотах от 80 до 110 км. Полу-
ченные результаты важны для уточнения условий
самовозбуждения и определения режима работы
плазменного магнитосферного мазера. Установ-
ленные результаты объясняют отсутствие колеба-
тельных режимов в ночном секторе, а также воз-
можность реализации колебательных режимов и
квазипериодических свистовых-излучений QP-1,
QP-2 в утреннем и предполуденном секторах субав-
роральной магнитосферы.

Исследование В.Г. Мизоновой и П.А. Беспа-
лова (разделы 3–5) выполнено за счет Российско-
го фонда фундаментальных исследований (про-
ект № 20-02-00206А). Исследование П.А. Беспалова
(разделы 1, 2 и 6) выполнено за счет гранта Россий-
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ского научного фонда (проект № 20-12-00268). Чис-
ленные расчеты выполнены в рамках Государ-
ственного задания № 0035-2019-0002.
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