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В процессе раскрытия крыльев солнечных батарей космического аппарата в них возникают соб-
ственные поперечные колебания. Исследование этих вибраций является актуальной проблемой,
поскольку в некоторых случаях они способны нарушить коммутацию фотоэлектрических преобра-
зователей. Поперечные колебания крыла создаются в результате соединения его секций при заче-
ковке (сцепке) шарнирных устройств. Кинетическая энергия секций при этом преобразуется в по-
тенциальную энергию собственных колебаний крыла солнечной батареи. Эта задача традиционно
решается путем применения конечно-элементной модели с последующими расчетами в программе
ANSYS. Цель исследования заключается в разработке приближенно-аналитического метода мате-
матического моделирования собственных упругих колебаний элементов КСБ, возникающих в про-
цессе его раскрытия.
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ВВЕДЕНИЕ
Крылья солнечных батарей (КСБ) космиче-

ских аппаратов (КА) представляют собой слож-
ную многослойную конструкцию, в состав кото-
рой входят фотоэлектрические преобразователи
(ФЭП) размером  мм. Все ФЭП интегри-
рованы в единую электрическую систему при по-
мощи соединительных клемм. Нарушения соеди-
нений в клеммах могут возникать в результате
вибраций КСБ. Поэтому к КСБ предъявляются
определенные требования по вибропрочности, в
частности по ограничению уровня, возникающих
в них вибраций, с целью исключения коммутаци-
онных дефектов. Увеличение габаритов панелей,
использование облегченных сплавов и полимер-
ных соединений при производстве солнечных ба-
тарей для КА привели к тому, что анализ влияния
упругих деформаций элементов КСБ стал акту-
альной конструкционной проблемой. Наиболее
значительные вибрации КСБ испытывают в
процессе их раскрытия. В связи с этим при про-
ектировании КСБ необходимо адекватно моде-
лировать процесс собственных колебаний, воз-
никающих при раскрытии, с последующими
виброиспытаниями на специальном стенде [1–4].
Обычно достаточно определить основную часто-
ту колебаний и основную амплитудную форму, а
также исследовать кривизну линии изгиба каж-
дой панели.

Для ракетно-космических конструкций эта за-
дача традиционно решается путем применения ко-
нечно-элементной модели (КЭМ) с последующи-
ми расчетами в программе ANSYS [5–9]. Однако в
некоторых случаях, результаты расчетов суще-
ственно расходятся с данными экспериментов. Ос-
новная причина объясняется сложностью КЭМ,
которая обычно включает сотни тысяч элементов.
При этом необходимо определить оптимальный
размер элементов разбиения, чтобы обеспечить до-
статочную степень точности расчетов при допусти-
мых временных затратах. Поэтому, прежде чем
производить дорогостоящие стендовые испыта-
ния, полученные расчетные результаты желательно
верифицировать, используя альтернативный путь.
При исследовании собственных колебаний КСБ
можно составить достаточно простую модель и по-
лучить приближенное аналитическое решение.

Цель исследования заключается в разработке
приближенно-аналитического метода математи-
ческого моделирования собственных упругих коле-
баний элементов КСБ, возникающих в процессе
его раскрытия. Метод предлагается использовать в
качестве альтернативного при проектировании
КСБ и определении их конструкционных особен-
ностей, а также при выборе типа клемм коммута-
ции ФЭП.

В качестве объекта исследования рассматрива-
ется модель крыла (рис. 1), описанная в [10].
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Крыло состоит из штанги и трех секций. Штанга
и секции последовательно соединены шарнира-
ми вращения с одной степенью свободы. В про-
цессе раскрытия их центры масс перемещаются в
направлении оси OX. Массы и жесткости секций
различаются. Секции 1 и 3 – одиночные панели.
Секция 2 объединяет три сложенных панели, по-
этому имеет самую большую массу и жесткость.
Процесс раскрытия секции 2 в поперечном к ри-
сунку направлении в данной работе не рассмат-
ривается.

В результате моделирования процесса раскрытия
такого КСБ установлена [10] следующая последова-
тельность зачековки шарнирных устройств (ШУ):

В скобках указано время зачековки соответ-
ствующего ШУ с начала процесса раскрытия
крыла. Заметим, что ШУ1 и ШУ2 зачековывают-
ся практически одновременно.

Каркасы всех элементов КСБ представляют
собой трубчатые конструкции и выполнены из
одного материала. После зачековки ШУ1 и ШУ2
штангу и первую панель, соединенные между со-
бой, можно моделировать единым стержнем. Ле-
вый конец этого стержня закреплен консольно, а
с правым концом шарнирно связаны секции 2 и 3.
Затем происходит зачековка ШУ4. При этом
между собой соединяются секции 2 и 3. На по-
следнем этапе зачековывается ШУ3 и все крыло
моделируется составным стержнем с четырьмя
разнородными участками.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ
И ВОЛНОВЫХ ЧИСЕЛ

Причиной возникновения начальных дефор-
маций элементов КСБ в процессе раскрытия яв-

( ) ( )
( ) ( )

ШУ1 51.51 ШУ2 51.51
ШУ4 67.26 ШУ3 109.82 .

с с
с с
→ →

→ →

ляется зачековка смежных элементов крыла. Со-
единенные между собой секции моделируются
одним упругим линейным стержнем. Механиче-
ские свойства сочлененных секций могут разли-
чаться [11], поэтому составной стержень не явля-
ется однородным. Вибрационные процессы сле-
дует рассматривать отдельно в пределах каждого
временного этапа для каждой секции с учетом
стыковки решений на границах.

На некоторых временных этапах, когда еще не
все секции соединены между собой, используется
модель консольного стержня с присоединенной
на свободном конце массой М, которая отражает
инерционные свойства незачекованных секций.
Рассмотрим задачу о поперечных вибрациях кон-
сольного стержня длиной l с точечной массой М
на конце. Амплитудные функции удобно выра-
жать в функциях А.Н. Крылова [12]:

(1)

где K1–K4 – функции Крылова, C1–C4 – произ-
вольные константы,  – волновые числа.

Краевые условия в рассматриваемом случае
записываются в виде:

(2)

где  – круговые частоты собственных колеба-
ний, EJ – изгибная жесткость стержня. Волновые
числа и круговые частоты для однородного участ-
ка связаны соотношением

(3)
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Рис. 1. Схематическое представление КСБ: 0 – штанга, 1 – первая секция-панель, 2 – вторая (трехпанельная) секция,
3 – третья секция-панель.
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Первые два условия (2) называются геометри-
ческими и соответствуют консольной заделке
стержня: отсутствует смещение и угол поворота.
Последние два условия являются динамически-
ми: на правом конце сила упругости уравновеши-
вается силой инерции присоединенной массы М,
изгибающий момент отсутствует.

Ограничимся определением основной частоты
, применив метод Рэлея [13]. Индекс “1” в

дальнейшем опускаем. В процессе зачековки
шарнирных устройств кинетическая энергия со-
единенных звеньев преобразуется в потенциальную
энергию упругих деформаций, это приводит к воз-
никновению собственных колебаний системы. В
методе Рэлея используется максимальные значения
кинетической и потенциальной энергий:

(4)

где

(5)

Здесь ψ(z) – базисная (координатная) функция,
которая выражает статическую деформацию
стержня от заданной нагрузки, или от нагрузки,
близко воспроизводящей общий вид деформации
стержня в первом его главном колебании. Масса
и жесткость стержня могут быть неоднородными
по длине стержня. В этом случае они задаются в
виде функций z. Размерность базисной функции
ψ(z) – метры. Заметим, что  лишь условно на-
зывается кинетической энергией. Чтобы полу-
чить реальную кинетическую энергию ее нужно
умножить на квадрат частоты: .

Определим основную частоту колебаний упру-
гого стержня постоянного сечения длиной l с по-
гонной массой m. Форму колебаний примем в виде
упругой линии от произвольной сосредоточенной
силы F, приложенной на свободном конце [13]:

(6)

тогда

(7)

Заметим, что функция (6) соответствует гео-
метрическим граничным условиям (2). В случае
неоднородного стержня с присоединенной то-
чечной массой в соответствие с (4) имеем:

(8)
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Под  в (8) следует понимать расстояние от за-
крепленного конца стержня до точечной массы М.
Сила F в (8) сокращается, поэтому искомая часто-
та  от нее не зависит.

Определение частот упругих колебаний КСБ в
процессе раскрытия следует выполнять поэтап-
но. Числовые расчеты выполнялись в программе
Mathcad.

Первый этап (от зачековки ШУ1 и ШУ2 до за-
чековки ШУ4, от 51.51 до 67.26 с). Произведем
расчет основной частоты вибраций штанги, со-
члененной с секцией 1 (идентификационный ин-
декс “01”), с точечной массой, отражающей инер-
ционные свойства незачекованных секций 2 и 3.

Обоснуем способ вычисления приведенной
точечной массы применительно к рассматривае-
мой задаче. Секция 2 имеет массу в три раза боль-
ше, чем секция 3, к тому же ШУ3 между ними не
зачековано. Поэтому приближенно достаточно
учесть только инерционные свойства панели 2.
Приведенную массу М2 можно определить из
сравнения моментов инерции стержня и двухмас-
совой гантели такой же длины:

(9)

Учитывая, что приведенная масса М2 от ШУ1
находится на расстоянии  условную
кинетическую энергию запишем в виде:

(10)

Используем формулу (8) с учетом (10), полу-
чим выражение для основной частоты собствен-
ных колебаний:

(11)

Здесь

а базисная функция (6) и ее вторая производная (7)
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Волновые числа для каждой секции определя-
ются из соотношений

(12)

Используем следующие числовые значения
механических характеристик элементов крыла,
записанные в порядке их расположения на рис. 1:

Используя (12), получим:

Второй этап (от зачековки ШУ4 до зачековки
ШУ3, от 67.26 до 109.82 с). Расчет основной частоты
колебаний секции 3 производится в системе отсче-
та, связанной с ШУ3. Применяются формулы:

Основная частота собственных колебаний и соот-
ветствующее волновое число определяются по
формулам:

(13)

Получаем числовые значения: 

Третий этап (от зачековки ШУ3 в момент вре-
мени 109.82 с и до затухания колебаний). Произ-
ведем расчет основной частоты колебаний неод-
нородного стержня, состоящего из всех четырех
зачекованных секций (идентификационный ин-
декс “0–3”) методом Рэлея. В этом случае при
расчете максимальных значений кинетической и
потенциальной энергий, следует воспользоваться
формулами:

(14)
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(15)

Здесь  

 и используются значения

В итоге имеем:

ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМ 
ОСНОВНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Определим основные амплитудные функции
на каждом этапе раскрытия КСБ и исследуем
кривизну изгиба панелей.

Первый этап (от 51.51 до 67.26 с). Вначале опре-
делим амплитудную функцию в пределах штанги:

. Используем идентификационный ин-
декс “0”.

Из геометрических условий (2) применитель-
но к (1) следует:

Приняв масштабный коэффициент С4 = 1, ис-
пользуя граничное условие:

получим: 

Запишем амплитудную функцию для штанги с
использованием аргумента  в пределах :

(16)

Амплитудную функцию в пределах секции 1
запишем с использованием новой шкалы отсчета
от конца штанги, который в новой системе отсче-
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та считается неподвижным. Используя координа-
ту z1 в пределах , запишем

(17)

Условие стыковки функций (16) и (17):

График сопряженных функций (16) и (17)
представлен на рис. 2а.

Функцию смещений основного колебания для
состыкованных между собой штанги и секции 1
запишем в виде:

(18)
Здесь амплитудная функция разбивается на два
участка:

Изгиб стержневой системы характеризуется
кривизной, которая определяется по формуле:

(19)

Именно эту характеристику следует в первую
очередь учитывать при определении вероятности
возникновения коммутационных дефектов ФЭП.
Функция кривизны имеет разрыв в точке сочле-
нения секций, поскольку их изгибные жесткости
различаются (рис. 2б). Наибольшая по модулю
кривизна изгиба панели 1 возникает вблизи
ШУ2, следовательно, на данном этапе раскрытия
КСБ, в этом сечении нарушение коммутации
ФЭП наиболее вероятно.
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Второй этап (от 67.26 до 109.82 с). Функция
смещений секции 3 в системе отсчета, связанной
с ШУ3, записывается в виде

(20)

Здесь аргумент изменяется в пределах .

Третий этап (от 109.82 с до затухания колеба-
ний). На третьем этапе упругие вибрации КСБ
возникают за счет зачековки ШУ3. Функция сме-
щений запишется в виде

(21)
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Рис. 2. (а) Амплитудная функция X(01). (б) Амплитудная функция k(01).
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ТОМИЛИН, ЗИЯКАЕВ

Функция кривизны на каждом участке определя-
ется по формуле, аналогичной (19).

На рис. 3 представлена основная форма коле-
баний всего КСБ и график функции кривизны
для каждой секции. Из них следует, что самым
опасным является сечение секции 1 вблизи ШУ2,
а для секции 3 – вблизи ШУ4. В секции 2, сложен-
ной из трех панелей, на этом этапе раскрытия КСБ
повреждения коммутации ФЭП маловероятны.

Если сравнить первый и третий временные
этапы и возникающие максимальные значения
кривизны, то первый этап представляется на по-
рядок более опасным.

Предложенный метод позволяет приближенно
определить характеристики основной моды виб-
рационного процесса колебаний КСБ. При этом
не учитываются диссипативные силы внешнего и
внутреннего трения. За счет этого полученные
значения собственных частот несколько больше
реальных демпфированных частот. В космосе, где
внешнее сопротивление практически отсутству-
ет, эту разность можно оценить не более, чем в
10%. Однако этот недостаток не является крити-
ческим, поскольку завышенное значение частоты
не снижает критерий вибропрочности.

Использованная модель не учитывает упругие
свойства корпуса КА, к которому крепится штан-
га КСБ. С учетом линейных размеров КСБ и из-
гибной жесткости его элементов этим несоответ-
ствием можно пренебречь.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предлагается приближенно-аналити-
ческий метод математического моделирования
колебаний КСБ, возникающих в процессе его
раскрытия. Предложенный метод опирается на
стержневую модель КСБ и позволяет с достаточ-
ной степенью точности определять основные ча-

стоты, волновые числа и амплитудные функции
колебаний всех звеньев КСБ на каждом времен-
ном этапе его раскрытия. Особое внимание при
этом обращается на кривизну изгиба секций с це-
лью определения сечений, в которых наиболее
вероятны нарушения коммутации ФЭП.

Подобный расчет можно использовать в каче-
стве проверочного при проектировании КСБ и
определении их конструкционных особенностей,
в частности при выборе типа клемм коммутации
ФЭП. При разработке испытательных стендов
следует обратить внимание на возможность фик-
сации определенных выше характеристик соб-
ственных колебаний КСБ, возникающих в про-
цессе раскрытия.
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