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В статье представлена методика локально-оптимального управления вектором тяги электроракетной
двигательной установки (ЭРДУ) КА, осуществляющего многовитковый межорбитальный переход с
начальной эллиптической орбиты на геостационарную орбиту (ГСО). Управлением являются времен-
ные зависимости углов, характеризующих ориентацию вектора тяги ЭРДУ в пространстве. При этом
предполагается, что ЭРДУ постоянно включена. Предлагаемый алгоритм управления относится к
классу алгоритмов управления с обратной связью и базируется на использовании функций Ляпунова.
Приведены численные примеры, характеризующие работоспособность предлагаемой методики
управления. Значительное внимание в статье уделено сравнению данных решений с оптимальными
решениями, полученными в рамках формализма принципа максимума.
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ВВЕДЕНИЕ
Электроракетные двигательные установки

(ЭРДУ) в настоящее время достаточно широко
используются на борту КА различного назначе-
ния: от аппаратов, работающих на низких около-
земных орбитах, до автоматических межпланет-
ных станций. Такие двигательные установки ис-
пользуются как для коррекции траектории, так и
в качестве маршевых двигательных установок.

Благодаря высоким значениям удельного им-
пульса тяги, которым обладают ЭРДУ, они позво-
ляют обеспечить существенную экономию рабоче-
го тела (топлива) на борту КА. В силу этого, интерес
к использованию таких двигательных установок
возник практически в самом начале космической
эры. Исследованиям в области анализа траекто-
рий движения КА с ЭРДУ посвящено большое
число работ, начало которым положено в середи-
не прошлого века [1–12].

Большая часть этих работ посвящена задачам
нахождения оптимального (или квазиоптималь-
ного) управления по разомкнутому контуру. Та-
кой подход к нахождению управления вполне
правомерен для задач проектирования траекто-
рий движения КА.

Вместе с тем, для реализации управления на
борту КА должны быть разработаны алгоритмы
управления, которые, в соответствии с термино-

логией теории автоматического регулирования,
должны быть отнесены к классу алгоритмов управ-
ления с обратной связью. Впрочем, такие подходы
также могут применяться и для задач проектирова-
ния траекторий. По-видимому, один из наиболее
эффективных подходов к синтезу управления с
обратной связью представлен в работах [13, 14].

Идея использования функций Ляпунова для
нахождения законов управления вектором тяги
КА с ЭРДУ также является достаточно плодо-
творной и была использована большим числом
авторов [15–20].

Основным достоинством рассматриваемого в
данной работе алгоритма управления является
его простота. Для работы предлагаемого алгорит-
ма не требуется больших вычислительных ресур-
сов и при необходимости он может быть реализо-
ван на борту КА.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ДВИЖЕНИЯ КА

Движение КА рассматривается в невращаю-
щейся геоцентрической экваториальной системе
координат (ГЭСК), начало которой расположено
в центре масс Земли, а оси коллинеарны осям
Международной системы астрономических ко-
ординат ICRS (International Celestial Reference
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System). Для расчета возмущений от нецентраль-
ности гравитационного поля Земли используется
Международная земная система координат ITRS
(International Terrestrial Reference System).

Система уравнений движения КА в ГЭСК мо-
жет быть представлена в виде:

(1)

где  – вектор положения КА, t – время; μ – гра-
витационный параметр Земли, P – величина ре-
активной тяги ЭРДУ,  – функция тяги (  при
включенной ЭРДУ и  – при выключенной),
m – масса КА,  – орт вектора тяги ЭРДУ, w –
эффективная скорость истечения ЭРДУ,  –
матрица перехода из системы координат ITRS в
ICRS,  – вектор положения КА в системе
координат ITRS, R – возмущающая функция,
обусловленная нецентральностью гравитацион-
ного поля Земли, a – возмущающие ускорения от
притяжения Луны и Солнца.

Возмущающая функция, обусловленная не-
центральностью гравитационного поля Земли,
рассматривается в следующем виде:

где rE – экваториальный радиус Земли, cn0 – ко-
эффициенты при зональных гармониках, cnm и
dnm – ненормированные коэффициенты при тес-
серальных и секториальных гармониках,

 – m-я производная по-

линома Лежандра , ,

, ϕ – геодезическая широта
подспутниковой точки, λ – долгота подспутнико-
вой точки, N, M – порядок и степень используе-
мой модели гравитационного поля (в работе ис-
пользуется модель EGM96, N = M = 70).

Возмущающие ускорения от притяжения Лу-
ны и Солнца:

где − гравитационный параметр j-го небесного
тела (индексом 1 обозначена Луна, индексом 2 −
Солнце),  – радиус-вектор j-го небесного тела в
ГЭСК.
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Для вычисления положения небесных тел 
используется эфемеридное программно-матема-
тическое обеспечение DE405 [21].

СИНТЕЗ УПРАВЛЕНИЯ 
С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ

Известна система уравнений возмущенного
движения КА в оскулирующих классических
кеплеровых элементах [22]. При этом уравнения
для фокального параметра орбиты, эксцентриси-
тета и наклонения можно представить следую-
щим образом:

(2)

где  − фокальный параметр,  − эксцентриситет,
 − наклонение,  − истинная аномалия,  − аргу-

мент широты, , ,  − соответственно ради-
альная, трансверсальная и бинормальная проек-
ция реактивного ускорения, действующего на
КА, S, T, W − соответственно радиальная, транс-
версальная и бинормальная проекция суммарного
возмущающего ускорения от иных возмущающих
траекторию факторов (нецентральности гравита-
ционного поля Земли, лунно-солнечных возмуще-
ний и т.д.).

Предполагая, что вектор тяги ЭРДУ направлен
по продольной оси КА, можно записать:

  
где  − модуль реактивного ускорения,  −
угол тангажа,  − угол рыскания.

Движение будем рассматривать без выключе-
ния ЭРДУ, т.е. примем, что .

Задача межорбитального перелета формулирует-
ся следующим образом: требуется найти такие функ-
ции , чтобы перевести КА из на-
чального состояния:   
в конечное:   

В рассматриваемом нами случае перехода на
ГСО:  = 42164 км; = 0;  = 0.

Далее введем в рассмотрение функцию Ляпу-
нова в следующем виде:

(3)

где  − некоторые постоянные коэффици-
енты,  − текущие обезразмеренные зна-
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чения невязок по фокальному параметру, эксцен-
триситету и наклонению (в данной точке оскулиру-
ющей перелетной траектории): 

 
Рассмотрим производную от функции Ляпу-

нова (3) по времени:

(4)

Из необходимых и достаточных условий ми-
нимума дважды дифференцируемой по  и 
функции (4), можно получить закон управления
вектором реактивного ускорения, обеспечиваю-
щий в каждый момент времени минимум произ-
водной функции Ляпунова:

(5)

где

Предполагая, что значение фокального пара-
метра начальной орбиты отлично от требуемого ко-
нечного значения, а сама начальная орбита являет-
ся эллиптической и имеющей ненулевое наклоне-
ние, коэффициенты, входящие в (3), могут быть
введены следующим образом: 

  где  − постоянные ко-
эффициенты, характеризующие вес невязки по
эксцентриситету и наклонению соответственно.

Не трудно найти компоненты орта тяги в ГЭСК:

где   
 – компоненты ортов радиали, трансверсали и

бинормали в ГЭСК:   
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правом конце. При этом необходимо отметить,
что элементы орбиты могут приходить к своим
требуемым значениям не одновременно.

Путем варьирования весовых коэффициентов
 возможно получать различные решения за-

дачи межорбитального перехода. Все они будут от-
личаться длительностью перелета, которое, таким
образом, может рассматриваться как некая функ-
ция от выбираемых весовых коэффициентов:

(6)

Выполняя численную минимизацию (6) в про-
странстве весовых коэффициентов, можно до-
биться уменьшения длительности транспортной
операции перехода и обеспечить одновременное
удовлетворение всех краевых условий.

При этом необходимо отметить, что точность
удовлетворения краевых условий на правом кон-
це траектории, к сожалению, зависит от самих
значений выбираемых весовых коэффициентов.
Это приводит к тому, что в процессе численного
поиска минимума функции (6) появляются реше-
ния, не удовлетворяющие необходимой точно-
сти. Эти решения необходимо отсеивать. В резуль-
тате этого, функция (6) имеет области, где она,
фактически, не определена. Поэтому для нахожде-
ния ее минимума весьма желательно использовать
какие-либо неградиентные методы поиска, на-
пример представленные в работах [23, 24].

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ

Работоспособность представленного подхода
будет проиллюстрирована на нескольких числен-
ных примерах. Но при этом возникает законо-
мерный вопрос: на сколько полученные решения
близки к оптимальным, например, по критерию
длительности перелета?

Для ответа этот вопрос и нахождения опти-
мальных по быстродействию траекторий перехо-
да на ГСО использовался непрямой метод опти-
мизации траекторий движения КА с ЭРДУ, осно-
ванный на применении формализма принципа
максимума Понтрягина [25], позволяющий све-
сти задачу нахождения оптимального управления
к краевой задаче для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений.

На первом этапе, движение КА с ЭРДУ будем
анализировать в центральном ньютоновском по-
ле тяготения Земли. В данном случае удобно ис-
пользовать запись уравнений движения в равно-
денственных элементах, не имеющих особенно-
стей в окрестности нулевого эксцентриситета и
наклонения:

e ik k,

( )= , .f f e it t k k
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(7)

где  − большая полуось оскулирующей перелет-
ной траектории, − истинная долгота КА.

В системе (7) введены следующие обозначения:

Упомянем, что равноденственные перемен-
ные связаны с классическими элементами следу-
ющим образом:

где  − аргумент перицентра,  − долгота восхо-
дящего узла оскулирующей траектории.

КА с начальной массой m0 требуется перевести
из перицентра некоторой начальной эллиптиче-
ской орбиты, долгота восходящего узла и аргу-
мент перицентра которой нулевые:

на ГСО за минимальное время.
Конечные условия примут вид:
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да. Таким образом, рассматривается задача мини-

мизации функционала: 

В этом случае гамильтониан задачи оптималь-
ного управления может быть записан следующим
образом:

(8)

где  − переменная, сопряженная к большой по-
луоси,  − переменная, сопряженная к истин-
ной долготе;  (j = 1 … 4) − переменные, сопря-
женные к равноденственным элементам g1, …, g4.

Ориентация вектора реактивного ускорения на-
ходится из условия максимума гамильтониана (8):

(9)

где:

(10)

Сопряженные переменные, входящие в закон
оптимального управления (9)–(10), могут быть
найдены из системы следующего вида:

(11)

где  − вектор фазовых пере-

менных, − вектор сопря-
женных переменных.

Можно показать, что для задачи быстродей-
ствия на всей траектории , т.е. движение КА
осуществляется с постоянно включенной ЭРДУ.

Совместно системы (7) и (11) при подстанов-
ке в (7) закона управления (9) образуют систему
уравнений оптимального движения КА. Для ее ин-
тегрирования необходимо найти вектор сопря-
женных переменных в начальный момент времени

 и время межорбитального перелета .
Точка выхода на конечную орбиту не фикси-
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. Время межорбитального перехода мо-
жет быть найдено из условия . Таким
образом, вектор невязок на правом конце траек-
тории перелета может быть представлен следую-
щим образом:

где  − большая полуось конечной орбиты
(ГСО), x − вектор неизвестных параметров:

Таким образом, задача поиска оптимального
управления сводится к численному решению си-
стемы уравнений следующего вида: 

Для ее решения может быть использован ги-
бридный метод Пауэла (алгоритм HYBRD [26]).

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Работоспособность предлагаемой методики

управления на основе применения функций Ля-
пунова проанализируем на нескольких числен-
ных примерах перелета КА с малой тягой на ГСО.
Сравним полученные результаты с результатами,
найденными в рамках решения задачи оптималь-
ного быстродействия. Для обоих вариантов
управления движение КА анализировалось в рам-
ках модели центрального ньютоновского поля тя-
готения Земли.

Для примера рассматривается транспортная
система на базе ракеты-носителя (РН) Союз-2-1Б
и разгонного блока (РБ) Фрегат. Схема выведе-
ния полезной нагрузки на ГСО следующая. РН
обеспечивает выведение головного блока на
опорную круговую орбиту. Головной блок вклю-
чает в свой состав РБ, адаптер полезной нагрузки
и саму полезную нагрузку − КА, предназначен-
ный для выведения на ГСО. С помощью РБ го-
ловной блок переводится на некоторую промежу-
точную эллиптическую орбиту, аргумент пери-
центра которой принят равным нулю. На данной
орбите происходит отделение РБ вместе с адапте-
ром полезной нагрузки от КА. Дальнейшее выве-
дение КА осуществляется под действием силы тя-
ги ЭРДУ.
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Масса головного блока, выводимого на опор-
ную круговую орбиту высотой 200 км и наклоне-
нием 51.7°, составляет при запуске с космодрома
Восточный 8320 кг (https://www.samspace.ru/
products/launch_vehicles/rn_soyuz_2/ [Дата обра-
щения: 08.06.2020]). Конечная масса РБ состав-
ляет 1050 кг, а удельный импульс тяги его марше-
вой двигательной установки − 333.2 с [27]. Масса
адаптера полезной нагрузки принята равной 50 кг.
ЭРДУ КА включает в свой состав два холловских
стационарных плазменных двигателя СПД-100Д,
работающих одновременно. Тяга одного двигателя
составляет 90 мН, удельный импульс тяги − 1740 с
(https://fakel-russia.com/index.php/ru/produktsiya
[Дата обращения: 08.06.2020]).

Варианты промежуточных эллиптических ор-
бит, обеспечивающих различные времена переле-
та на ГСО, представлены в табл. 1. Оценка массы
КА, доставляемого на промежуточную орбиту с
помощью РБ, осуществлялась в предположении,
что межорбитальный переход является двухим-
пульсным апсидальным. Величина гравитацион-
ных потерь и потерь на управление при реализа-
ции первого импульса составляет 2.5%. Второй
импульс реализуется идеально.

Нахождение управления вектором тяги ЭРДУ
для межорбитального перехода с указанных про-
межуточных орбит на ГСО осуществлялось с по-
мощью двух вышеизложенных подходов: управ-
ления с обратной связью на основе функций Ля-
пунова и оптимального управления в рамках
принципа максимума Понтрягина.

В табл. 2 представлены результаты решения за-
дач межорбитального перелета в рамках первого
подхода. Номера решений в данной таблице соот-
ветствуют номерам промежуточных орбит из
табл. 1. Выход из интегрирования уравнений дви-
жения КА осуществлялся при достижении требу-
емого значения большой полуоси. Невязки по
эксцентриситету и наклонению, реализованные в
конечный момент времени, также представлены
в табл. 2.

Оценим на сколько полученные решения
близки к оптимальным. В табл. 3 представлены
основные результаты расчета участка перехода с
промежуточной орбиты на ГСО для двух рассмат-
риваемых подходов. Номера решений в таблице
соответствуют номерам промежуточных орбит из
табл. 1.

Таблица 1. Варианты промежуточных эллиптических орбит
№ п.п. Высота перицентра, км Высота апоцентра, км Наклонение, град Масса КА на промеж. орбите, кг

1 17793 62800 7 1326.414
2 13543 70800 8.5 1460.163
3 10043 73800 12 1581.836
4 7293 78800 15.5 1696.044
5 5293 84800 20 1802.960



260

КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 59  № 3  2021

ЕЛЬНИКОВ

Из анализа табл. 3 можно видеть, что решения,
полученные в рамках предложенного подхода,
оказываются весьма близкими к оптимальным по
длительности перелета и, соответственно, по ко-
нечной массе КА. Действительно, длительность
перелета на оптимальных решениях всего на
2−4% меньше по сравнению с решениями, полу-
ченными с использованием обсуждаемой мето-
дики управления на основе функций Ляпунова.
Конечная масса КА, доставленного на ГСО, для
обоих вариантов управления практически одина-
кова: различие не превышает 4.51 кг.

Также проанализируем эволюцию основных
орбитальных элементов перелетной траектории
для случая использования управления с обратной
связью на основе функций Ляпунова и для случая
оптимального управления. В качестве примера
рассмотрим 4-е решение (в табл. 1, 2 и 3 оно выде-
лено курсивом). Длительность перелета на ГСО в
этом случае составляет около полугода.

На рис. 1 показаны временные зависимости
большой полуоси, эксцентриситета и наклоне-
ния оскулирующей перелетной траектории для
оптимального управления и случая использова-
ния управления с обратной связью на основе
функций Ляпунова.

Как видим, характер изменения эксцентриси-
тета и наклонения в целом схож на обоих реше-
ниях, наиболее сильно отличается характер изме-
нения большой полуоси орбиты.

Проанализируем полученное управление для
обоих вариантов решений. На рис. 2 и 3 представ-
лены зависимости углов склонения и прямого
восхождения вектора тяги ЭРДУ от времени по-
лета в ГЭСК.

Изменения углов склонения и прямого вос-
хождения носят колебательный характер на обо-
их типах решения. Можно заметить, что характер
управления на оптимальном решении и в рамках
предлагаемого подхода управления различен. Не-
смотря на это, длительности перелета, как на оп-
тимальных решениях, так и на решениях, соот-
ветствующих управлению с обратной связью на
основе применения функции Ляпунова, доста-
точно близки по величине.

ВОЗМУЩЕННОЕ ДВИЖЕНИЕ КА

Одним из достоинств предлагаемого подхода к
управлению вектором тяги ЭРДУ является его
простота адаптации к случаю возмущенного дви-
жения. В заключительной части статьи приведем
пример реализации рассматриваемой методики
управления в рамках уточненной модели движе-
ния (1) с учетом гравитационного воздействия на
траекторию перелета от Луны и Солнца, а также
нецентральности гравитационного поля Земли.

Сравним решения, полученные в рамках модели
центрального поля тяготения Земли и в рамках
уточненной модели. Для примера рассмотрим уже

Таблица 2. Результаты решения задач межорбитального перелета на ГСО при использовании управления с об-
ратной связью на основе функций Ляпунова

№ п.п. Время перелета 
на ГСО, сут

Реализованные невязки на правом конце 
траектории

Весовые коэффициенты функции 
Ляпунова

по эксцентриситету по наклонению, град

1 97.73 0.00327 0.005 1.5173 0.3632
2 125.12 0.00034 0.003 2.6314 0.5424
3 155.11 0.00191 0.000 2.9277 1.8451
4 185.43 0.00177 0.000 2.1535 1.3734
5 213.25 0.00019 0.024 3.0913 1.5251

ek ik

Таблица 3. Основные результаты расчета участка перехода с промежуточной орбиты на ГСО для двух рассматри-
ваемых подходов

№ п.п.

Управление с использованием функций 
Ляпунова

Оптимальное управление в рамках принципа 
максимума Понтрягина

масса КА на ГСО, кг длительность перелета, 
сут масса КА на ГСО, кг длительность перелета, 

сут

1 1237.34 97.73 1239.09 95.81
2 1346.13 125.12 1350.64 120.17
3 1440.47 155.11 1443.00 152.33
4 1527.04 185.43 1530.00 182.18
5 1608.60 213.25 1610.31 211.37
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Рис. 1. Временные зависимости элементов перелетной траектории.
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Рис. 2. Зависимости угла склонения вектора тяги ЭРДУ от времени полета.
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анализировавшийся выше вариант межорбиталь-
ного перелета на ГСО (вариант № 4 из табл. 1, 2 и 3).

В случае возмущенного движения необходимо
задаться начальным моментом времени для вы-
числения возмущающих ускорений. В качестве
такого момента, т.е. момента времени прохожде-
ния перицентра промежуточной орбиты № 4 (см.
табл. 1), рассматривается 1.I.2025; 00.00.00 UTC.
Весовые коэффициенты , входящие в закон
управления, такие же, как и для случая невозму-
щенного движения (они представлены в табл. 2).

Анализ возмущенного движения КА показал,
что временные зависимости изменения большой
полуоси, эксцентриситета и наклонения в про-

e ik k,

цессе перелета практически не отличаются от
аналогичных зависимостей для случая движения
в центральном поле.

Наиболее значительные отличия наблюдаются
в эволюциях долготы восходящего узла и аргу-
мента перицентра (см. рис. 4).

Характер управления на возмущенном и не-
возмущенном решении также оказывается близ-
ким, однако в случае возмущенного движения на-
блюдается сдвиг по фазе колебаний углов склоне-
ния и прямого восхождения вектора тяги ЭРДУ.
Этот фазовый сдвиг постепенно увеличивается к
концу полета. Для примера, на рис. 5 показан ин-
тервал 150–155 сут полета.

Рис. 4. Эволюция долготы восходящего узла.
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Рис. 5. Зависимости углов склонения и прямого восхождения вектора тяги ЭРДУ от времени полета для случая возму-
щенного и невозмущенного движения.
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Включение в модель возмущений привело к
некоторому увеличению длительности перелета
(до 186.82 сут против 185.43 сут перелета в централь-
ном поле). Это привело к некоторому уменьшению
конечной массы КА, которое, впрочем, оказывает-
ся незначительным. На рис. 6 представлены проек-
ции полученной перелетной траектории в ГЭСК.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в рамках данной работы предложена ме-
тодика управления вектором тяги КА, осуществ-
ляющего межорбитальный переход на ГСО с помо-
щью ЭРДУ. Данная методика управления отличает-
ся простотой и базируется на использовании
функций Ляпунова. В рамках рассмотренного клас-

са задач межорбитального перехода, она позволя-
ет находить решения, весьма близкие к оптималь-
ным по длительности перелета.

Еще одним достоинством предлагаемого под-
хода является то, что он с легкостью может быть
использован для точных моделей движения КА с
различным набором возмущающих факторов.

В связи с тем, что предлагаемый закон управле-
ния задается как функция текущего фазового со-
стояния КА, данное управление относится к клас-
су алгоритмов управления с обратной связью, а сам
алгоритм не требует больших вычислительных ре-
сурсов и может быть применен на борту КА.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 16-19-10429).

Рис. 6. Проекции перелетной траектории в ГЭСК.
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